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Exercice 1 : (11 points) Équation diff érentielle,étude de fonction,bts mai, session 2007

A 1. On a

y′ + 710y = 0 ⇐⇒ y′ = −710y ⇐⇒ y(t) = ke−710t , k ∈ R

2. On a imḿediatementh′(t) = 0, donch′ + 710h = 710, ce qui prouve que h(t) = 1 est une solution particulière
de (E).

3. Donc la solution ǵeńerale de (E) est y(t) = 1 +ke−710t, k ∈ R .

4. On aϕ(0) = 1 +ke0 = 1 + k. La condition initialeϕ(0) = 0 implique donck = −1. D’où la solution cherch́ee

ϕ(t) = 1− e−710t .

B 1. On a ϕ′(t) = 710e−710t . L’exponentielleétant toujours positive, on a alors doncϕ′(t) toujours positif, ce qui

prouve que ϕ strictement croissante sur [0; +∞[ .

2. a) On sait que

eu = 1 +u +
u2

2
+ u2ε(u) avec lim

u→0
ε(u) = 0

En posantu = −710t, il vient

e−710t = 1− 710t +
7102

2
t2 + t2ε(t) avec lim

u→0
ε(t) = 0

soit f (t) = 1− e−710t = 710t −
7102

2
t2 + t2ε(t) avec lim

u→0
ε(t) = 0

b) Uneéquation de la tangenteàC au point d’abscisse 0 est doncy = 710t . Et comme la diff́erence entre la courbe
C et la tangente est donnée par l’expression

f (t) − 710t = −
7102

2
t2 + t2ε(t) avec lim

u→0
ε(t) = 0

et que cette expression est clairementnégative au voisinage de 0(puisque−7102 est ńegatif ett2 est positif),

on en d́eduit que la courbe C est au dessous de sa tangente au voisinage de 0.
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3.

0.5
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1

α

4. Il vient

ϕ(α) = 0, 5 ⇐⇒ 1− e−710α = 0, 5

⇐⇒ e−710α = 0, 5 ⇐⇒ −710α = ln(0, 5) ⇐⇒ α =
− ln(0, 5)

710
≈ 9, 7× 10−4

C 1. Il vient :

I(t) = 710
Z t

O
xe−710x dx on pose

{

U ′(x) = e−710x

V (x) = x
donc

{

U(x) = − e−710x

710
V ′(x) = 1

d’où

I = 710×

(

[

−
xe−710x

710

]t

0
−

Z t

0
−

e−710x

710
dx

)

= 710×

(

−
te−710t

710
−

[e−710x

7102

]t

0

)

soit I = −te−710t −
e−710t

710
+

1
710

2. Comme lim
t→+∞

e−t = 0 et lim
t→+∞

te−t = 0 (a priori indétermińe, mais on sait qu’en l’infini, l’exponentielle l’emporte

sur le polyn̂ome), on a facilement lim
t→+∞

I(t) =
1

710
≈ 0, 001 41

Exercice 2 : (9 points) Ventilateurs... bts mai, session 2007

A La variable aĺeatoireX suit la loi normaleN (30; 0, 09) donc la variableT définie parT = (X − 30)/0, 09 suit la
loi normaleN (0; 1).

Il vient

p(29, 8 6 X 6 30, 2) = p

(

29, 8− 30
0, 09

6
X − 30
0, 09

6
30, 2− 30

0, 09

)

= p

(

−
20
9

6 T 6
20
9

)

= 2π
(

20
9

)

− 1 ≈ 2π(2, 22)− 1
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soit p(29, 8 6 X 6 30, 2) ≈ 0, 937 6.

B 1. Nous avons20épreuves ind́ependantes, chacune n’ayant que2 issues possibles(défectueuse ou non, de proba-
bilit és respectives 0, 03 et 0, 97). La variableY compte les d́efectueuses, doncY suit une loi binomialeB(20; 0, 03) .

2. Il vient
p(Y = 0) =C0

200, 030 × 0, 9720 soit p(Y = 0)≈ 0, 54

3. Il vient
p(Y > 1) = 1− p(Y = 0) soit p(Y > 1) ≈ 0, 46

C 1. La variable aĺeatoireZ suit la loi normaleN (400; 0, 5) donc la variableT définie parT = (Z − 400)/0, 5 suit la
loi normaleN (0; 1).

On a alors l’́equation

p
(

400− h 6 Z 6 400 +h
)

= 0, 95

⇐⇒ p

(

400− h − 400
0, 5

6
Z − 400

0, 5
6

400 +h − 400
0, 5

)

= 0, 95

⇐⇒ p
(

−2h 6 T 6 2h
)

= 0, 95

⇐⇒ 2Π(2h) − 1 = 0, 95 ⇐⇒ Π(2h) =
1, 95

2
= 0, 975

⇐⇒ 2h = 1, 965 soit h = 0, 98

En conclusion, on a p(399, 026 Z 6 400, 98) = 0, 95 .

2. La règle de d́ecision est alors la suivante :

• On pŕelève de façon aléatoire et de manière ind́ependante uńechantillon de 100 pièces et on calcule la moyenne
z de ces hauteurs.

• Si z ∈ [399, 02; 400, 98] on accepte l’hypoth̀eseH0 et on d́eclare la livraison conforme pour la hauteur.

• Si z 6∈ [399, 02; 400, 98] on refuse l’hypoth̀eseH0 et on d́eclare la livraison non conforme pour la hauteur.

3. Ici z = 399, 12 doncz ∈ [399, 02; 400, 98]. On accepte l’hypoth̀eseH0 et on d́eclare la livraison conforme pour la
hauteur au risque de 5%.
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