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(un)
�}����}c�+��{+{+�u�9���

u0


u0 ∈ I

�W�ª�;}����u��}�������{~���L���³�W�+������{���
un+1 = f(un) �

D.Ó��Z¡£Ô�r0Ô����

45
�}�¬��

21

D.Ó��Z¡£Ô�r0Ô����
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�}�¬��
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� <H[�= [1\eSJV��RS Vedk[m\ESJV
�ª¹�¸ �TÈ Á"õ »i¿+ä
»iÁ|Â�»�Éµ÷t¼.Á.»@ÅZ¼|ÀÎÌ�»

� s³¤eÐErt�Z¡òÒ0 TÔ�vwq ����¡£Õ���qeÔ��´Ð"!#¤Eqe�¯¥³¤ertsu�¯q-¤E�4oZ¡£rt¢-¤E�
(un)

��� �³�·�.�u� ��{Z���u���³������� × ��}6�Z�+�³�·���#��{R���+����}�{Z���6Úè1�����m���Z�+�
n
�+����{� ���³�9�£}������+�m�9���ò��#��µ��{H�+����_¬���}�{���³�L�����m�

+∞ i�#�³�9{+���C«+���u�
un

�{+�;������{Z��ìí�����L�}��µ�u� }����W��µ�+�����_}��������+��-� �+{~{+���C«+�����+Ù��
l
G�è

¨ ���u�W�;����{�J���W�����9{+�����#��{Hè��-� }������+�µ���}�������{eè �
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�iy0xwy0x D|Ó���� ÑEÒ0�
(un)

�u���J��}c���+�#���9���W�w{+�#�_���+�
N

∗
�w}��

un =
(−1)n

n
�

° �³�>���u���6�u�J�+�L���W�����_���+�®���_����{Z� 1;−1;
1

2
;−1

3
;
1

4
;−1

5
; . . . ;

1

10
;− 1

11
; . . . ;

1

10100
; . . . ;− 1

9333
; . . .éÎ{Z���+�#�������u���u{Z����{´�������9}������m�.����³������{Z�����|�Z�+�����u�.�������6�u�L�����W�W�����c���+�®���µ�w{+��������{Z�u��#�������Z�+�
n
����u{�´���³����}��#�u�+�m�|���C�+�������{�+����(¬��m}�{���³� �����m�

+∞ Z�w}��>��� }��u�W�+�C�+�#�u�(}��������+�>��� Eu����� � ¨ ����(�+���³�W�;���u�6��{Z�u����u� �������6�u�"�{+�;�����u{��>�}��(���ª�������+���u�(�+}�{� �����+��#{Z��������}��#���
I = ]0 − α; 0 + α[

}�������-���W���®������L�����#�
α � α > 0 �1�Ø
{¯��I��W�.�+�#���9����

un ∈ I
�³����#�£}��+� × �+�#���9����

∣

∣

∣

∣

(−1)n

n

∣

∣

∣

∣

< α
���L�Z�+�i�u�Z�+����}���� × n >

1

α
�Ü �u����{Z�������£}����#�³�����+�����������W�u{Z�����u�E��{¶è�Eu������è�����{�W������{+{+�u{Z�
��{6������;����>���������J�����6�6�>�+�u�ªè1��#²u¬��u��è �w���+���#�³�E���u���6�u���+�J��}L���+�®���LÚ�#�;�J���u�J����{Z������{+{��{Z�>�����w� × �}��������ª�-� �+{¯�W������}��#{R�m}�{+¬ �z|{ ���®�µ}��#�����L�Z�+�c�;}¯����®���c�u���9Ô�vwq ���Z¡�Õ���q�su� �Zs¶¢-¤ !��ZÒ0Òt� Ô�vwq ����¡£Õ�� ���Z¡�¥ � oZ¡£v ���H«+����{ �Z��� �����#�ò}R�����+�9���#�6�#��� Eu����� � z|{�u�����#�

lim
n→+∞

un = 0 �
�iy0xwy/Û �C +¥cÕ�o�qeoZ¡£ +Ò
nkoZp�qertsur0vwq �iy_Ö|�����c�Z��� �+{+�6���+�#���

(un)
�W��{Z������¬��_�����m�.�{T�����u�

l � ���T�Z��� �����#�c}k�w���+�L�#���6�®��� l � ���#¬�{+�#����Z�+���������L�#{Z��������}��#������+�������>����{Z��������{
l
Ú
]l − α; l + α[

 � �Z�+�u������������#� α > 0 � ��W��{����#�u{Z�(������(���u�"���u���6�³�J���|�;}6����®��� × �}������#�J�-� �+{~�W������}��#{k��}�{+¬ �� �������u�6��{Z�.���#�u+�����WÙ��;�·���L�+{
n0 ∈ N

���u������9�w���+�>�������ª��{Z�������
n > n0


un ∈ ]l − α; l + α[ � z|{R{+�����_}������m�|Ú

lim
n→+∞

un = l

�����4 �¡£¢-¤E��¥k¦
§%° � �u{+��{w�W�9����#�£}�{Z�J�u���ª�u�Z�+���£}�����{Z� × ��}6�����{+�#������{~�+���u�W�³����{Z����Úè�Ö.�����(�Z��� �+{+�J���+�®���

(un)
����{����u��¬��
���u���E�+{��������

l � �����Z��� �����#�J}|�w���+�����#�6�#��� l � ���#¬�{+�®�w�(�Z�+�(���������#{Z��������}��#��� ]l − α; l + α[


� �Z�+���i�Z�+�9�����#� α > 0 � +����{Z������{Z�>������>�#�³�>���u���6�³�J���9��}6���+�#���_��}����E�+{~{+���C«+�����{�i�-� ��{Z�����L����Ùiè �§%° ���m���Z�+�L�Z��� �+{+�_���+�®���L{+�_�W��{Z������¬��|�}��u���{¯���#�.�Z��� �u�#���9����������¬������~«+����{¯�Z��� �����#�L�³�·�.�������u��¬���{Z��� �§�� {+�9���#�6�#�����#�������Z��� �u�#�����WÙ��������9�³�·�J�+{���Z�+� �i� ������}��#���#�9�u{¯�W������ �ç }��;����{+{+��{w�ª�}��.��� }�«���������Ú�ß���+�w�Z����{�u��Z��� �+{+�����+�#��� (un)
����{����u��¬��L�����m�.�+����Ù¯���#�6�#���u�L���;������{�1���u�

l1
�W�

l2 � Ü ���6�6�
l1 6= l2

i�#�"�WÙ��������ò�+����ÙH�#{Z��������}��#���u�L���+���u���m�
I1

���
I2

���u�����u�1���#�����6��{Z�µ����{Z�����u�9�u{
l1
�W�

l2
�����;�µ�Z�+�

I1 ∪ I2 = ∅ � ¨ }���+�W�{+�#������{~���L�;}C����{����u��¬���{��������-�WÙ��;�·���L�+{k�m}�{¬
n1 × �}��������J����Z�+����������(���u�(���������³�>���|�������+����{Z�J�+}�{� I1

���J�+{R}��������
n2 × �}������#�9����Z�+�u��������L�#�³�����u���6�u�9�����������+����{Z�9�+}�{� I2 � Ø
{Ý�+����{}�{Z� m = max{n1; n2}

��{Ý}��+��}��®�9}������m�|������L�#�³��������6�u�J�+}�{�
I1 ∪ I2 � Ü �9�Z�+���u���ª}�«���+�m���9��}�� I1 ∪ I2 = ∅§ Ü �u���m}���{+�u�>���+�#���u�ª{�� ��{Z�>�w}��J���9���#�6�#���cÚ+�w}��J�WÙ��u����#��

(un)
���W�{�#�9�}��

un = (−1)n . . .

�ª¹0á �µÀ	��ÀÎÌ�»öÀ�Á���Á|À·»
éÎ{Z���+�#�������u���u{Z�u����#���µ�Z�+�_�;}ò���+�#���

(un)
}c�����+�|�#���6�®���

+∞ � �#�������Z�+� n
�+����{�¯�+�u�ª�£}��#�u�+���|���µ��#��.��{¶��#��|¬��m}�{w���u�J�����m�

+∞ � ����¬�{�®��9�Z�+�9���u�(���������³� un

���u�Z����{{+��{Z�.���9�+����>�u{R��#��ª¬��m}�{�+�u��+����J�+���u���������6��{Z�9Ú
nkoZp�qertsur0vwq ��yµÖ|�#���ò�Z��� �{+�ò����®���

(un)
}k������_�#���6�®���

+∞ � �����m���Z�+� n
�+���u{�H���u�_��}��#�u�+�m�9���c�+����9��{Ý�+����9¬���}�{���u�L�����m�

+∞ � ����#¬�{+�#��µ�Z�+�_���u�ª�������6�u� un

�w{+��������{Z�.�}��.êW�����C���+�����������+�m� × {�� ���������������Z�+���e���u��� M
���� �u����ì × ìÎ�������_�Z�+�9���������#{Z��������}��#���

[M ; +∞[
����{Z������{Z�L������L�#�³�����u���6�u�L���c�;}~����®��� × �}������#�9�-� �+{ �W�u���m}���{´�m}�{+¬ � z|{Ý���#�µ�Z�+�6��}~���+�#���ò�������u��¬��µ���u��� +∞ �W�_��{�u�����#�

lim
n→+∞

un = +∞ �
�ª¹0ó �Ýåªã�È
¿	��� »iÅ4Å�¼ª¿©Ä·»iÅÊÄ�À ��À·Ì�»eÅ

° � ������������}£���#��{6�+�J��}L�����{+�#������{6�w���+� ���u�6��{Z���������+{�ª�W��{�������¬���{w�W� �³�·� �+� Jò�W�����ª�c}��;����{c���;���������J���>��±+�u����²��6�u���������6�W����}�{Z�³
× �w}��������L�+���������#���³�9�W��{+{��+�u�u��+�6�+�u���+�������-� }��+�����u���#���6�®���u� � éÎ��{+�C�t}����9�}��|������L}�����}�{Z�9�������#���C�Z�+���;}k�����{+�#������{Ý{+�c���u��� ×������{HÚ��u�#���>ð·������#��L������>�#�³�>��±������²��6�³�(�Z�+�e���+�����u{Z� �
�iy;ø�y0x Ïi¤ertsu��¥6ÐeoZp�qer0��¥C�ZÓ-Ñ�ÒtrtÔ�r�s³�Z�Ê�Zq�s
!#" oZvw¡�$��4�¶Û-y4-/�����&�	��0
f
���� ')�*�A+����*�������� ����
 � ���6��')�&')� �5����������2523� ��' ������

]a; +∞[
-/��') �����6���  ���5 ��')�&')�������	���5�,�:7�� ���

+∞ 0 ��
(un)

���� 23�
��')�5��&����
 � ���������

un = f(n)
9
l
������� 7��,� �����5 ')� ������2 1 �����5 +∞ 1 �����5 −∞ 9

%,�
lim

x→+∞

f(x) = l 1 ��2 ����� lim
n→+∞

un = l
9
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D.Ó���� Ñ�Òt�Ý¦ÊÖ|�W�������6�#{+�:E9�#�³�>�#���6�®���u�ª���+���£}�{Z���³�LÚ
x�y

lim
n→+∞

3n + 1

2n + 1

Û�y
lim

n→+∞

(n2 + 1)

√

1

n�����4 �¡£¢-¤E�~ÚÖ|�u�>���#�6�#���u�.���L������������{���L����{Z� × �W��{+{}��;����� � ¨ }��>��Ù��u�6�+�#� � a �u���ª���u�����W� p
�+{~�u{����#�u�J{}£���+�����-����w�u�������+� × 2 � Ú

lim
n→∞

a

n
= 0 lim

n→∞

a

np
= 0 lim

n→∞

a√
n

= 0 lim
n→∞

np = +∞ . . .

�iy;ø�y/Û �cÑ oZ¡� +surtv�qE¥�¥³¤e¡òÒt��¥6Òtrt�Êr�su��¥
° �³�9��±������²��6�³�_��{��{���u�µ���+�C��}¯�������#���k��{ +∞ �-� �{+�k¥³vw�Ê�4������ �+{ÊÑe¡£v�ÐE¤ertsò���'�-� �{Ê¢-¤evwsur0��q�s����k�+����ÙH����{w�1������{w����³�·����{Z�J�£}��;}�«+���u�>�����+�J���u�.���+�#���³�>{��+�6�������Z�+�³�>���u�����#�³� � Ü �#����{�>�w���+�J�m}��+�����-���u�ª¢-¤E �su¡��´Ô� +¥òÐ"!#r0qeÐEoZsu�Z¡£�4rtqE �s³rtv�q4Ú

”∞−∞” ; ”0 ×∞” ; ”
0

0
” ; ”

∞
∞”

D.Ó���� Ñ�Òt�Ý¦ÊÖ|�W�������6�#{+�:E9�#�³�>�#���6�®���u�ª���+���£}�{Z���³�LÚ
x�y

lim
n→+∞

2 − 2

2n + 1Û�y
lim

n→+∞

2√
n

+ 3n3

�ª¹ � �µÀ	��ÀÎÌ�»öÉ_÷0¼.Áª»�Å�¼.À·Ì�»Íä
ãiÈ � ã-Ì�¿À�æ>¼ª»
(un)

�³�·�>�+{+������®���|¬������6���������Z�+�.�����������Z�+�
u0

�u���(�����{+� � � �����m�
�����+�(������� n ∈ N

un = u0 × qn ��ë q

�³�·�(��}C�m}��;����{ò���|�;}����®��� � Öµ� }��+��²u�ª�#�³�J��±������²��6�³�.���+�ª���u�ª�������#���³�.���e���)J6��}��#�����J��� ����������������µ�W�������������u�6��{Z�.���µ�;}ò���+�#���_¬������6���������Z�+� n 7−→ qn�w���+�.����{+{}��������L�W�u�#��i���
(un) �

!#" oZvw¡�$��4�¯ø�y4-/�����&�	��0���� ���	����5�87�'�� ����'��4��� �	�
x�y�
H�������'��

q > 1 1 lim
n→+∞

qn = +∞-��?�,� ���� �5�� � � �*2 ������������ ��� 2�� �5�,��78��2 �5��6����� �����*��')�5252 � 0
Û�y�
H�������'�� −1 < q < 1 1 lim

n→+∞

qn = 0

�����4 �¡£¢-¤E�¯Úß��
q < −1

}������m�(��}6���+�#���9{�� }��}��>���#�6�#���
. . .

�6}����J�m±��������� �u���J�w���+�J�+����>��}������
� ÑEÑEÒ0rtÔ� �sur0vwqË¦ Ü }��;�W�+����E

lim
n→+∞

(−1

2

)n �W�
lim

n→+∞

1 −
(

1

4

)n

1 − 1

4
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