FICHES DE MATHEMATIQUES

Classe de PT

Par Maxime CHUPIN

Ces fiches sont issues des cours de Jean-Michel SARLAT et de Christian RIEFFEL, professeurs de ma-
thématiques au lycée LOUIS-ARMAND de Poitiers.
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1  Généralités

- Axiomes de PEANO

L’ensemble N des entiers naturels est caractérisé par les cinq propriétés suivantes :
1. N contient un élément noté 0.
. Tout éléments 7 de N possede un successenr : n + 1.

2

3. O n’est le successeur d’aucun éléments de N.

4. Deux éléments de N ayant le méme successeur sont égaux.
5

. Toute partie A de N qui contient 0 et le successeur de tout élément de A est égal a : N. (ceci est
’axiome d’induction sur lequel se fonde le principe de récurrence)

- Récurrence

Récurrence faible :
Soit P un prédicat portant sur des entiers. Si P(b) est vrai et si :
Vn>b, P(n)=P(n+1)
alors: Vn > b, P(n).
Récurrence forte :
Soit P un prédicat portant sur des entiers. Si P(b) est vrai et si :
Vnb, P(b)etP(b+1)...P(n—1)etP(n)=>P(n+1)

alors: VYn > b, P(n).

- Théoreme des valeurs intermédiaires

T.V.I. :

Si f* est une fonction continue sur un intervalle [2,5] de R et si @ est un réel compris entre f(a) et

f(b)alors il existe ¢ € [a, b] tel que::
fle)=a

Il en découle que :

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.




Dérivée N

Nombre dérivé :

Soit f une fonction numérique définie sur un voisinage V dea de R. f est dérivable en 4 si, et seulement

f(x f(

si le rapport ———— admet une limite finie en a. Cette limite est le nombre dérivé en a ; on le note
f(@)
Fonction dérivée :

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 de R, f est dérivable sur 7 si, et seulement si elle est
dérivable en tout point de /. Si f est dérivable sur I'intervalle 7 alors f* est continue sur /.

Théoréme de ROLLE N

Soient a et b deux réels distincts tels que @ < b et f une fonction continue sur [a, 5], dérivable sur

Ja, b[ telle que f(a) = f(b).

Il existe un nombre ¢ dans Ja, &[ tel que f/(c) =0.

Théoreme des accroissement finis \

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [, 5], dérivable sur Ja, b[.

Alors :
e €la, b[, f(b) = f(a)=f'(c)(b —a)




2 Intégration sur un segment

- Définition

La définition :

Lintégrale d’une fonction numérique /', continue sur un segment [«, »] de R, est la borne supérieure
des intégrales des fonctions en escalier sur [a, 5] qui minorent f et, ce qui revient au méme, la borne
inférieure des intégrales des fonctions en escalier sur [4, 4] qui majorent /.

- Fonction Intégrale

Soit f une fonction numérique définie et continue par morceaux sur un segment / de R. La fonction

F:xheﬁjfuyh

est définie et continue sur /.

De plus, si f est continue sur [ eta €I, alors F : x — J f(t)dt définie sur I est dérivable sur 7 et

Vx € I, ,F'(x)= f(x).

r Sommes de RIEMANN

Soit f une fonction définie sur un intervalle [2,5]. On a les trois plus courantes intégrales de RIE-
MANN :

1/ S,(f.n b‘“ff(w/e “>
z k=0
b—a Z

307 (ab?
k=1

3/ S (fin b;dn_1f<a+<k+l>b_ﬂ>

= 2 n

2/ Sy(f,




Théoréme de la moyenne

Soit / une fonction continue sur [, 5] de R avec a < b alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

1
b—a

b
fle)= f F(e)de

Premier Théoreme de la moyenne

Soit f une fonction continue sur [4,5] de R et g une fonction continue de [4,5] dans R, telle que

b
f g(t)dt > 0. Alors il existe ¢ € [a, ] tel que :

b

b
f f(t)g(t)dmf(c)f g(1)di

Propriétés de I'intégrale

f et g sont ici des fonctions continues par morceaux sur [4, b].

1. Additivité : )
Jor+f,r=] 7

Lb (/1-f+ﬂ-g)=/1Lbf+ung

2. Linéarité (u,A) eR?:

3. Positivité :

b b
siVx € [a,b], f(x) > g(x), alorsf f ?J g

Intégration par partie

Soient # et v deux fonctions numériques de classe C! sur un intervalle 7 de R et a, b deux éléments

de I. Alors : )

b
J u/(t)'v(t)dt:[u(t)fv(t)]f—f u(t)0'(t)dt

a




~

Changement de variable N

Soit / : [4,b] — R ou C une fonction continue par morceaux, et ¢ : [a, 3] — [a,5] une fonction
de classe C! et monotone sur [@, 8]. On a:

fj(fosoxm.go'(u)du = f ’ plee

Si ¢ est bijective et de réciproque dérivable, on la qualifie de difféomorphisme.

r
.

Intégrales de fonction rationnelles trigonométrique

Lorsqu’on a faire a une fonction rationnelle trigonométrique, on cherche alors une transformation
t — ¢(t) qui laisse le bloc différentiel invariant :

Transformation t— a4t aucune

Changement de variable adapté | # =cos(t) | # =sin(t) | » =tan(z) | 6 = tanE

p Intégrales abéliennes N

B
Intégrales sous la forme f F(x, A ax?+ bx +c)dx ot a #0.
a
A

o 2 .
En mettant ax? + bx + ¢ sous sa forme canonique 4. <<x + %) = W)’ on se rameéne aux intégrales

V1Al

suivantes, ou b = X —,
2a]

auquelles on applique les changements de variables indiqués (¢ = +1) :

ffF(u, Vu?—k)du siA>0eta>0 u:=ckch(x),xe R’
ffF(u,sz—uz)du siA>0eta<0 u:=kcos(x),x€]0,r[
ffF(u,Vu2+/e2)du siA<Oeta<O0 #u:=ksh(x),xeR




Intégrales abéliennes 2

) A at+b
Intégrales sous la forme | F | ¢,
a, ct+d

dt, ot ad — bc #£0,n € N*

Il sutfit I’appliquer le changement de variable y = 4/ % iifl pour se ramener a une intégrale de fractions

rationnelles pour intégrer en décomposant en éléments simples.
Attention : on rappelle que # — 3/u est définie sur R si 7 est impaire, et sur R si 7 est paire.

Formules de TAYLOR

Soit p €N, [4, b] un segment de R et f une fonction de classe C? sur [a, b]. La formule de TAYLOR
s’écrit alors :

p_Fk)(,
f(b):z%(b —a)*+R (a,b)

ou explicitement :

f(p)(d)

p!

fB)=f@)+fa)b—a)+f"a)b—a) +--+ (b—a)’ +R,(a,b)

Il existe plusieurs variantes portant sur le reste :

1. TAYLOR-YOUNG : R (a,b)=0((b —a)), f est C?
(b —a)Pt!
S (p+1)

b(h— )
% FON (e, £ est CPH

2. TAYLOR-LAGRANGE : ‘Rp(a,b)‘ <M, ou M =sup, ¢, ] ‘f(PH)(t)‘ et f est CPH!

3. TAYLOR avec reste intégral : R (a,6) = J

a




3 Intégrale généralisées

p Intégrale impropre

Soita €R et b €R (b > a), f une fonction définie et continue par morceau sur [4, b[.

b
On dit que f f(¢)dt est une intégrale impropre en b dans les deux cas suivants :
a

1. b=+

2. a < b < +o0, et f n’admet pas de limite finie en b par valeur inférieure.

X

b
Dans les deux cas, f f(t)dt est définie comme lim | f(¢)dt

x—b

x<b
On définit de maniére analogue la notion d’intégrale impropre en a

a

- Convergence-Divergence

b
Soit J f(¢)dt une intégrale impropreen b :
a
X
1. Si J f(¢)dt admet une limite réelle ou complexe ¢ quand x tend vers & par valeur inférieure,
‘ b
on dit que J f(¢)dt est convergente et a pour valeur ¢

2. Si f f(¢)dr n’admet pas de limite quand x tend vers & par valeur inférieure, on dit que

b
f f(¢)dt est divergente




Intégrales de référence

Ona:

1
1. J In zdt qui converge
0

1
2. f e~ *"dt qui convergesi o >0
0

Ensuite :
Intégrale impropre 0<a<1 a=1 a>1
toodr
L = diverge | diverge | converge
Lde . .
= converge | diverge | diverge

Intérales impropres de fonctions positives

Sotent f et g deux fonctions a valeurs dans R, alors :

b b
1. si f < gsur[a,b[ et que J g converge, alorsJ f converge
a

a

b b
2. sif < gsur[a,b[ et que J f converge, alors J g converge
a a

b b

g converge, alors J f converge
a

3. si f < g en b par valeur inférieure et queJ

a

b b
4. si f ~ g en b par valeur inférieure alors J g etJ f ont méme nature
a a

10




Intégrale absolument convergente

Soit / une fonction a valeurs complexes, I'intégrale impropre est dite absolument convergente si :

b
J |f| converge.
a
Popriétés :

1. si|f| < g sur[a,b] etquej

a

b b

g converge, alors f f converge absolument.
a

b

b
2. si|f|~ g en b par valeurs inférieurs et que f g converge, alors J f converge absolument.
a

a

b
3. si f f est une intégrale absolument convergente, alors :
a

Lbf sflfl

Intérales généralisées propriétés

Les propriétes de linéarité, d’additivité (relation de CHASLE), I’intégration par partie et le changement
de variable reste valable.
Attention :

1. Pour la relation de CHASLE, il est nécessaire que toutes les intégrales convergent pour que la
somme converge.

2. Pour la linéarité et 'intégration par partie, il faut s’assurer que deux des trois termes convergent.

11




4 Intégrale dépendant d’un parameétre

Intégrale ordinaire dépendant d’un parametre \

Soit f une fonction de R? dans K (C ou R) définie et continue sur A x I, avec A une partie de R et 7
un segment [a, b].

On définit :

~

R - K
. b
F x J f(x,t)dt

Hypothese sur f Conclusion sur F

t — f(xq, t) est continue sur / F(x,) est définie

/ est continue sur A x J F est continue sur A

) / baf
/ admet une dérivée partielle 5 continue | F est de classe C! sur A et F'(x) = Q_dt
. Ox

X
surAx [

f est continue sur [a, 8] x I Lb <Lﬁf(x,t)dx> dt = Lﬁ <Lbf(x,t)dt> dx

r

Continuité d’une intégrale impropre dépendant d’un parametre

Soit I = [a, b[ un intervalle borné ou non de R ; A un intervalle de R et f une fonction de A x I — K.
S’il existe une fonction ¢ : I — R, telle que:

L V(x,t)eAxI, |f(x,t) < o(2)
b
2. f @(t)dt converge

Alors : )
F:xeA— J f(x,t)dzt est continue sur A

r




Dérivabilité d’une intégrale impropre dépendant d’un parameétre

Soit I = [a, b[ un intervalle borné ou non de R ; A un intervalle de R et  une fonctionde A x I — K

qui admet une dérivée partielle g—é continue.

S’il existe une fonction ¢ : I — R telle que:

af

1. V(x,t)eAxI,
dx

< g(8)

b
2. J ¢(r)dt converge

Alors : )
G:x EAHJ F(x,t)dt estdeclasse C!sur A
et b 3
Fl(x)= —f(x,t)dt
. Ix

13



5 Series numériques

- Définition-Convergence-Divergence

Soit (#,,),en une suite a termes dans K. La série de terme général (x,,) est le couple (#,,,S,,) ou (S,,),,en
est la suite des sommes partielles :
n
Snzzzzjuk
k=0

1. Lorsque lim S, existe dans K, on dit que la série de terme général (#,) converge. Cette limite
7n—+00

est alors appelée somme de la série et est notée :
[0.°]
2t
n=0

2. Lorsque liﬂl_l S, est I'infini ou n’existe pas, la série de terme général (#,,) diverge et on renonce
n—-100

a tout calcul!

- Divergence grossiére

Si la série E u, converge, alors la suite (#,,) tend vers 0 en +co. Attention : La récipropre est fausse!
n=>0
Si (#,,) ne tend pas vers 0, alors E u, diverge : il y a divergence grossiére.
n=>0

- Propriétés

Ona:
+o00 +00
1. ZA”n:AZ”n
n=0 n=0
+00o +00 +00o
2. Zun+2vn :Z(un+vn)
n=0 n=0 n=0

Attention : L’additivité ne doit pas étre utilisée pour scinder une série en somme de deux séries diver-
gentes. Si cela doit se produire, on passe aux sommes partielles et a la limite.

14



Séries géométriques \

1. Silq| <1, Zq” converge :

n=0

2. Silg| =1, Zq” diverge

n=0

Comparaison avec une intégrale impropre 1

Soit f une fonction continue de R, dans R, décroissante et de limite nulle en 400, (donc positive sur

+00
R,). Alors la série Z f(n) améme nature que I’intégrale impropre f f(t)de.
0

n=0

Les séries de RIEMANN N

1

Z — diverge

=1

1. Sioga<,

2. Sta>1, .
Z — converge

n>1 n

On ne peut cependant rien dire sur la valeur de la limite dans le cas de convergence.

15



- Comparaison de deux séries a termes positifs

Soient E u, et E v, deux séries a termes positifs. Alors :
n=0 n=0
. 4 4
1. Siun, < v, pour n = ngy, ny étant fixé dans N, et que E v, converge, alors E u, converge.

n=0 n20

2. Siu, < v, et que Z v, converge, alors Z u, converge

nz0 n=>0

3. Siu,~wv, alors E v, et E u,, ont la méme nature.
n=0 n=0

- Séries absolument convergentes

Soit E u, une série a termes complexes. Si E |#,,| (a termes positifs) converge alors E u,, est abso-
n=0 n=0

n=0
lument convergente.

Toute série absolument convergente est convergente :

E |u,| converge = E u, converge

nz0 n=0
(ee) o0
D> | <D,
n=0 n=0

Attention : La réciproque est fausse.

Critere de ’ALEMBERT

Soit (#,,) une suite a termes dans K telle que, pour 7 > n, fixé,u,, # 0. Alors :

u
1. Si lim |2t

=/ avec { <1, la série E u,, converge absolument.
n—+400 u, >0
"
. . n+1 o o o
2. Si lim =/{ avec { > 1, la série E u, diverge grossiérement.
n—+00 Mn >0

Attention : Si lim
n—+00 ”n

n’existe pas ou vaut 1, le critére est inopérant.

16




Séries alternées

1. Soit (#,) une suite a valeurs dans R, décroissante et de limite nulle. Alors, la série alternce
n
Z(—l) u, converge.

n=0

Définitions :

2. Soit § = Z(—l)” u,, une série alternée. On appelle le reste d’ordre 7 de S :
n=0

Rn :S_Sn = Z (_1)/6”/6
k=n+1

Alors R, a le signe de (—1)"*! et |R,,| < #,,, pour tout n €N

17




6 Séries entieres

- Définition : Série entiere N

Soit (a,,),,e, Une suite a valeurs réelles ou complexes.
On appelle série entiére la fonction de C dans C qui a z associe la somme de la série E a,z", lorsque
n=>0
cette série converge.
" v

- Rayon de convergence \

Soit 7 un réel positif, on note 2, le disque (dans le plan complexe) ouvert z € C, |z| < 7 et 2, le disque
fermé z € C, |z| < r avec les conventions 2, =0, 9, =0et 2., =92, =C.

Soit E a,z” une série entiére, et 6 sont domaine de convergence. Alors il existe un unique élément
n=0

RER_+telque@RC‘€C@_R

R est le rayon de convergence de la série :
1. la série converge absolument a 'intérieur de son disque de convergence
2. lasérie diverge grossierement a ’extérieur de son disque de convergence

3. on ne sait pas a priori ce qui se passe pour |z| =R

r Lemme d’ABEL \

Soit E a,z" une série entiére :
n=0
1. si(a,z]),en est bornée et si |z| < |z| alors E a,z; converge absolument
n=0
2. si(a,z]),en Wa pas une limite nulle et si |z;| > |z| alors E a,z; diverge grossicrement
n=0
Calcul pratique du rayon de convergence :
n

- E a,z] converge = R = |z

n=0
- a,z}} ne tend pas vers 0 = R < |z

18



Critere de I’ ALEMBERT (simplifi€)

Soit E a,z" une serie entiére.
n=0

admet une limite £ € R, quand 7 tend vers 'infinit, alors le rayon de convergence de cette

S1
an+1
serie est :
R=/

2n+1

.. . . 2
Dans les mémes conditions, le rayon de convergence des séries entieres E a,z”" et E a,z est :

n=0 n=0

= 1/? avec pour convention 4/ OO0 = OQ.

Propriétés

Soit E a,z" une serie entiére de rayon de convergence R.
n=0
Soit

R —

— Eax”

n=0

Alors :
1. fest € sur ] —R,R[ et

n
VpeN,|x|<R, fP(x)= (—anx”_p
n !

o0

Vx€]-R,R][, Jf(t =

=0

Théoreme taubérien

o0 o0
Soit E a,x". Si E a,R” converge, alors :

n=0 n=0

Za R" = 11m2¢ x”

x<R” =0

Attention : La réciproque est fausse!

19



Développements de base

1 (oe]
= —1)"x" R=1
14+ x E( )
o0 xn
In(1+x)=> (-1)"*! R=1
n=1
o0 xn
e* = Z — R=x
n=0 !
chx = R=c
“= (2n)
00 x2n+1
shx = Z R=
= @2n+1)
cosx= Y (=1)" R=c
= (2n)!
[e) 2n+1

2
*
I
1\
=
>
I
8

R=c0si aeN

R=1sia¢N

20




7 Structures algébriques

- Loi de composition interne et propriétés

Définition :
Soit E un ensemble, une loi de composition interne est une applicationde £ X E — E
Propriétés :

Soit les lois de compositions * et T définies sur E :

1. Loi associative. * est associative si, et seulement si :
Y (x,7,2) €E>, (xxy)xz=1x%(y*2z)
2. Loi commutative. * est commutative si, et seulement si :
Y (x,y)€E? xxy=yxx
3. Elément neutre. I’¢lément e de E est neutre pour la loi * si, et seulement si :
Vx€E, xxe=exx=x

4. Eléments symétriques. Si la loi x admet un élément neutre e, I’élément x admet un symétrique
y si, et seulement si celui-ci vérifie :

Xky=yxx=e
5. Distributivité a droite. La loi § est distributive a droite par rapport a = si, et seulement si :

Y (6,0,2) €E%, (v p)tz= (vt 2) 5yt 2)
6. Distributivité a gauche. La loi t est distributive a gauche par rapport a = si, et seulement si :

V(x,3,2)€E°, zt(xxy)= (21 x)*(zTy)

21



Soit G un ensemble muni d’une loi interne %, le couple (G, *) est un groupe si et seulement si :
1. * est associative
2. x admet un élément neutre e

3. Chaque élément de G admet un élément symétrique :
VxeG, II'eG, xsxx'=x'sxx=e (x'=x71
Si en plus pour tout (x,y) € G2, x *y =y * x alors le groupe G est commutatif ol abélien.

Sous-Groupe :
Soit (G, *) un groupe et H une partie de G. H est un sous groupe de (G, *) si et seulement si :

1. e appartient 3 H
2. V(x,y)€H? (xxy)€H
3.VxeH, x'eH

Propriété : Tout sous-groupe est une groupe !

Soit A une ensemble muni de deux lois de composition interne } et x. Le triplet (A, T, *) est un anneau
si, et seulement si :

1. (A,7) est un groupe commutatif
2. x est distributive a droite et a gauche par rapport a t

Si, de plus, la loi x admet un élément neutre alors ’anneau est un anneau unitaire et si la loi x est
commutative alors ’anneau est commutatif.

Sous-Anneau :
Soit (A,+, X) un anneau et H une partie de A. H est un sous-anneau de A si, et seulement si :

1. (H,+) est un sous groupe de A
2. V(x,y)€ H? x xy € H, ie. que H est stable pour la loi x.

22




Soit K un ensemble muni de deux lois + et X, le triplet (K, 4+, X) est un corps si, et seulement si :
1. (K,+, x) est un anneau
2. (K, x) est un groupe

Si, de plus, la loi x est commutative, alors le corps est un corps commutatif.

Espace vectoriel

Soit £ muni d’une loi interne notée + et (K, +, X) un corps commutatif tel qu’il existe une loi externe
notée . définie sur KX E a valeurs dans E | le triplet (E,+, .) est un espace vectoriel sur K si, et seulement
si:

1. (E,+) est un groupe commutatif

Y€K, VY (x,y)€E? A(x+y)=Ax+ Ay
V(A ) eR:, (A+p)x=Ax+pux

4. V(A w)eR? (Ax w)x=Ax (ux)

5. Vx€E, l.x=x

W N

Algebre

Soit A un ensemble muni de deux lois internes + et X et (K, 4+, X) un corps commutatif tel qu’il existe
une loi externe notée . définie de K x A dans A. (4,4, X, .) est une algebre si, et seulement si :

1. (A,+,.) est un espace vectoriel
2. (A,+, x) est un anneau
3. VAeK, V(x,y) €A, x X (Ay)=A(x X y)

Si, laloi x de A est commutative I’algebre est une algebre commutative.

23




8 Espaces vectoriels

On considere ici un espace vectoriel E sur un corps K.

. Famille et systeme

On appelle famille d’¢léments de E indéxée par I'ensemble 7 une application f : I — E, notée (%; ) ,_,

ott %, = f(i). Un systéme est une famille le plus souvent finie, et donc indéxée par une partie de N :
I ={1,2,...,n}.

- Famille libre, famille liée

Une famille finie (7

o <i<,p est dite libre si et seulement si :

V(/li)OSiSn € K”, <Z Ay, = ?) S (V/e € [[0,7]], 4, :O)
k=0

Une famille quelconque (%), ; ({ est un ensemble) est dite libre si et seulement si toute famille finie

extraite de (%;),_, est libre.

1€l

Une famille est liée si elle n’est pas libre.

- Famille génératrice

Soit H un sous-espace de E, une famille (%; ), o est dite génératice de H si et seulement si tout élément
de H est combinaison linéaire d’éléments de (7;)1 o> Cest-a-dire :
. —
VxeE, 3jcl, ]fni, H(Aj)jGJEK], x:ZA]»u]»
j€]

Base

Une famille (%;), < est dite base de £ si et seulement si elle est a la fois libre et génératrice de .
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Dimension

Si E admet une famille génératrice finie, alors toutes les bases de E ont le méme cardinal. Ce cardinal
est appelé dimension de E, noté dim £ : Théoreme de la dimension.

e SIE= {?}, on dit que dimE =0.

e Si E n’admet pas de famille génératrice finie, on dit que dim E = co.

Somme et somme directe
Somme de deux sous-espaces

Soient F| et F, deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel E sur K. La somme de F; et F,,
notée F| + F,, est ’ensemble des vecteurs somme d’un élément de F| et d’un élément de F,.

F1+F2:{x1+x2, xléFl, xZEFz}

Somme directe
Soit un espace vectoriel £ de dimension finie, et A et B deux sous-espaces vectoriels de E. La somme
de A et B est directe si, et seulement si I’intersection de A et B est réduite au vecteur nul. Cette somme
est alors notée :

A®B

Proprietés caractéristiques :

x F=A®B& (F=A+B) et (ANB=1{0})

* F=A®B< (F=A+B) et (dimA+dimB =dimF)

x F =A® B < on obtient une base de F par la réunion d’une base de A et d’une base de B

Si E est un espace-vectoriel de dimension finie, on dit que A et B sont supplémentaires si, et seulement
S1:
A®B=E

Propriété : En dimension finie, tout sous-espace de E admet un supplémentaire.

Application linéaire

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F est une application linéaire
[homomorphisme d’espaces vectoriels] si, et seulement si :

L V(x,9)€E% f(x+y)=f(x)+f(y)
2. VAeK, Vx€eE, f(Ax)=Af(x)
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est notée : Z(E, F).
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Noyau et Image

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. On définit alors :
1. le noyau de ¢ : Ker(p) ={x € E, ¢(x) =0z}
2. 'imagede ¢ : Im(p)={y € F, Ix € E, y = p(x)}

Ces deux ensembles sont respectivement des sous-espace de E et de F.

Somme et somme directe
Somme de deux sous-espaces

Soient F| et F, deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel E sur K. La somme de F et F,,
notée F, + F,, est ’ensemble des vecteurs somme d’un élément de F| et d’un élément de F,.

F+F,={x;+x,, x, €F}, x, EF,}

Somme directe
Soit un espace vectoriel £ de dimension finie, et A et B deux sous-espaces vectoriels de E. La somme
de A et B est directe si, et seulement si I’intersection de A et B est réduite au vecteur nul. Cette somme

est alors notée :
A®B

Propriétés caractéristiques :

x F=A®B& (F=A+B) et (ANB=1{0})

x* F=A®B< (F=A+B) et (dimA+dimB =dimF)

x F =A® B < on obtient une base de F par la réunion d’une base de A et d’une base de B

Si E est un espace-vectoriel de dimension finie, on dit que A et B sont supplémentaires si, et seulement
S1:
A®B=E

Propriété : En dimension finie, tout sous-espace de E admet un supplémentaire.
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Injectivité-Surjectivité

Rappel :

* On dit qu’une application f de E dans F est injective si, et seulement si :

V(x,%) €E, f(xy) = f(xp) = %, =2,
* On dit qu’une application f de E dans F est surjective si, et seulement si :

VyeF,IxeE, f(x)=y

Soit ¢ une application linéaire de E dans F deux espaces-vectoriels.
Ona:

1. ¢ estinjective si et seulement si Ker ¢ = {0} ou si l’image par ¢ de toute famille libre de E est une
Jamille génératrice de F.

2. ¢ est surjective si et seulement si Im ¢ = F ou si ’image par ¢ d’une famille génératrice donnée
de E est une famille génératrice de F.

3. o est bijective si et seulement si elle est injective et surjective, ou si [’image par ¢ d’une base de E
est une base de F.

Formule du rang

SidimE < +o0 et ¢ une application linéaire de £ dans F, alors :

dim(Ker ¢) 4+ dim(Im ¢) = dimE

Conséquences : En dimension finie, si une application linéaire est bijective si et seulement si elle est
injective [resp. surjective].

On appelle dim(Im ¢) le rang de ¢ noté rg ¢.

Nomenclature des applications linéaires

Une application linéaire ¢ de E dans F (homomorphisme) est appélée :
» endomorphismesi E = F.

* isomorphisme si ¢ est une bijection.

* automorphisme si ¢ est une bijection et si E = F.

L’ensemble des endomorphismes de E est noté £ (E).

Remarque : S’il existe un isomorphisme entre les deux espaces-vectoriels E et F, alors on dit que E et
F sont isomorphes et on note E & F, nécessairement dim £ = dim F.
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Remarques sur les applications linéaires :
- Ona(¥%(E,F),+, -) un K-espace vectoriel.
- Ona(X%(E), +, -, o) une algebre non commutative.

- Espaces affines

Soit ¢ une application linéaire de £ dans F, et b € F. On pose ’équation :

e:o(x)=b

* Si b n’appartient pas a Im ¢, ’ensemble des solutions de ¢ est ’'ensemble vide 0
* Si b appartient a Im ¢, il existe xy € E, tel que ¢(x,) = & et 'ensemble des solutions § de ¢ est :

S=xy+Kergp

L'ensemble des solutions de I’équation ¢ est appelé espace affine de direction Ker ¢ et d’origine x, (la
direction et 'origine ne sont pas définis pour ’ensemble vide).

En dimension finie, si {#;},¢; < , estune base de E, alors :

p
S= {xo+Z/1ku/€, Rlosres eKP}

k=1

Parallélisme : on dit que deux espaces affines sont parall¢les s’ils sont non confondus et que leurs di-
rections respectives sont incluses I'une dans ’autre. Deux espaces affines paralléles ont une intersection
vide.
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8.1 Matrices

Soit p et n deux entiers non nuls, £ &~ K? et F & K” deux espaces vectoriels munis respectivement des
bases (#y, #,,-+, up) et (vy,0p, " ,V,,)-
Alors toute application linéaire ¢ € ZL(E,F) est définie de maniére unigue par I'image des vecteurs

de la base (#, 45, , 1) dans la base (vy,v,,++,v,,), c’est-a-dire par les réels ((4; ;))1<i<n- Le tableau
N

((;,j))1<i<n dont la j-ieme colonne représente le vecteur ¢(#;) dans la base (vy,v,,-+- ,v,) est appelée
1<j<p
matrice de ¢ [relative aux bases (#, 15, , u,) et (v1, 05,7+, 0,)].

o(m) p(n;) p(ny)
‘Z}l dl’l LRI dl’j LIS dl,p
A=((a; ) Nigicn = Vi | Fiq o A e iy
INS
Uy \ Gug  ooe Ay e Ay

L'ensemble des matrices a 7 lignes et p colonnes dans K est noté ., ,(K).
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Soit ¢ et ¢ deux applications linéaires, ¢ € Z(K”,K™) et ¢ € £L(K?,K") auxquelles sont respective-
ment associées les matrices A = Mat(¢) et B = Mat(¢)
Ona:

Mat(¢p o ¢) = Mat(p) X Mat(¢) =A x B

Exécution du produit matriciel : C =A x B

p lignes g colonnes

p
¢ =D by
k=1

¥ ¥
~~~~~~~
A C=AxB
n lignes p colonnes n lignes g colonnes

Attention : Le produit matriciel n’est pas commutatif !'!!

~

L'ensemble (A, (K),+,-, X) est un algebre non commutative (#,, étant I’ensemble des matrices car-
rées de dimension 7. L’élément neutre pour la multiplication est 7, dont ses coefficients sont les indices
de KRONECKER i.e. :
Osii#7
L= g we 8= {507
1</<

i T\ tsii=)

NV

On a pour toute matrice A € A, :

* soit il existe une matrice B telle que A x B = B x A = I,. On dit que A est inversible et on note
B=A"L

* soit il existe une matrice B telle que A x B =B x A =0. On dit que A est diviseur de 0.
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1. Pour tout n € N, A” est définie par A" = A" x A
2. Pour tout 7 € N, A~ = (A~1)" si A est inversible.
3. Soit (B,A) € M} inversibles. Alors :

(AB)'=B"'x A"

Changement de base

Soit B et B’ deux bases d’'un méme espace vectoriel E de dimension 7. On associe a tout
vecteur x € E la matrice colonne X de ses coordonnées dans la base 2 et la matrice X’ de
ses coordonnées dans la base B’. On définit P € ./, 1a matrice [de passage]dont les colonnes
représentent les coordonnées des vecteurs de 98’ dans la base 9.

Ona:

1. Matrice de passage :

X =PX' ie X' =P7'X

2. Changement de base :

Soit E et F deux espaces de dimensions respectives 7z et p. On considere deux bases de £, 5By
et 9B, avec pour matrice de passage P, et deux bases de F, B et %), de matrice de passage Q.
Alors, pour toute aplication linéaire ¢ de E dans F, de matrice M dans les bases B et By et M’
dans les bases c%’g et %}, ona:

M =Q~'MP
StE=FetQ=P,

M =P~ 'MP

3. Matrices semblables : On dit que deux matrice A et B de ./,,(K) sont semblables si et seulement
si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes de K”, i.e. :

Pe.#,(K), A=P'BP

Onnote: A~B
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8.2 Déterminant

Soit E un espace vectoriel isomorphe & K”. Le déterminant, noté det, est 'unique application de E
dans K qui vérifie les propriétés suivante :

1. multilinéarité :
Y(uy,--yn,)€E,Vie[1,n], X €E—det(uny, - ,u;_,X,u; 4, ,n,)est lincaire.

2. antisymétrie :
Y(uy,--,u,)EE, N, )e[1,n]% i<]

det(”l""’”i""’”j""’”n):_det(”‘l""’”j""’”i""’”n)

3. Si(ey,---,e,) est la base canonique de E alors det(ey,---,e,) = 1.

- Propriétés N

Soit (#y,-- ,#,) une famille de vecteurs.
PX . . . 2 . . _ .
*x Sil existe (z,7) € [1,n]" tels que 1 < j et u; = u; alors:

det(#y,-+- ,1,)=0
* Sii#7j,alors pourtout A€K:
det(uy, -+, st + Ay gy sm,) =det(ug, om0 1)

x Pour A€K:
det(%l,... ,/lul.’... ’un):/ldet(ul’... ’I,tl.’... ’un)

* Le déterminant d’un famille est non nul si et seulement si la famille est libre.
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- Déterminant d’un endomorphisme

Soit ¢ € Z(E), il existe un unique scalaire k(¢) ne dépendant que de ¢, tel que :

V(yseo s, )inE”,  det(p(ng),-, 0(n,)) = k(@) - det(ny, -, u,)

On pose alors
det(¢) = k(¢)
Propriétés :
1. det(Agp) = A" - det(p)
2. Soit ¢ et ¢ deux endomorphisme de E alors det(¢ o ¢) = det(p) - det(¢)

1
3. ¢ est un endomorphisme si et seulement si det(¢) # 0, et det(p 1) = )
et(g

- Déterminant d’un matrice

Soit A € /,(K), représentant ’endomorphisme ¢ de E dans une base. Le déterminant est alors le
déterminant de ¢ mais aussi le déterminant des vecteur colonnes de A.
Propriétés :
1. det(AA) = A" - det(A)
2. Soit A,B € A, (K) alors det(A x B) = det(A) - det(B)
_ 1
 det(A)

3. Aest inversible si et seulement si det(4) # 0, et det(A™1)

4. det(A) = det(*A)
5. Si A et B sont semblables, alors det(4) = det(B). Attention : réciproque fausse.
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Développement du déterminant

Soit A = ((4; ;))1gi<n € M, (K), et (k,]) € [1,72]?; on appelle matrice mineure de A attachée au
1<j<n

couple (k,/), et on note Ay, ;, la matrice de .#,_,(K) obtenue par suppression de la k-eme ligne et de

la /-¢me colonne.

On peut développer le déterminant grace aux formules suivantes :

1. Développement par rapport a la j-iéme colonne :

det(A)=>7" (—1)i+fal-,]~det(Al-,]~)

1=1

2. Développement par rapport a la i-ieme ligne :

det(A) = Z;’:l(—l)iﬂai,j det(4; )

1,]

Soit A € A, (K), la comatrice de A est Com(A) = (((—1)i+f det(4; ; ))) 1<i<n Alors, si A est inversible :

1<j<n

A -'Com(A)

~ det(A)
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9 Réduction des endomorphismes

- Valeurs, vecteurs et espaces propres \

Soit f € £(E), E un espace vectoriel, on considere I’équation en x” € E pour A€ K :

w): f(®)=A7

* Toute solution non nulles de (i) est appelée vecteur propre de /.
* Toute valeur de A €K pour laquelle (1) admet une solution non nulle est appelée valeur propre de

x L’ensemble des valeurs propres de f est appelé spectre de /.
* Si A est une valeur propre de f, on appelle sous-espace propre de f associé a A I'espace E; =
{X €k, f(X)= A%} =ker(f — A-idy), cette espace étant non nulle.

- Propriétés N

1. Soit Aet u deux valeurs propres d’un endomorphisme, alors si A # u, E,NE,, = )

2. Soient 4;, i € [1,k]], k valeurs propre distincts d’'un méme endomorphisme. Alors :
EytEytt+E), =E,0F, 60k,

3. Toute famille formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

- Trace d’une matrice N

La trace d’une matrice A = (4; ;)i1<i<n € #,(K) est la somme des éléments diagonaux de la matrice.
1<j<n

TI’(A) = de,k
k=1

Propriétés :

Soit (A,B,P) € (M ,(K))’, P inversible, et (A, u) €K. On a:
1. Tr(AA+ uB) = ATr(A) + uTr(B)
2. Tr(Ax B)="Tr(B x A)
3. Tr(P~! x A x P) = Tr(A)
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Polyndme caractéristique

A toute matrice carrée ou a tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est associé
un polyndme appelé polyndme caractéristique.

Les racines de ce polynome sont exactement les valeurs propres de 'endomorphisme. Pour un endo-
morphisme / € £ (E) on définit le polynome caractéristique :

Py(X) = det(f — Xidy)

Lordre de multiplicité de A comme valeur propre de f est, par définition, 'ordre de multiplicité de A
comme racine de Pr, on le note u(A).

Propriétés :
1. Aest une valeur propre de f si et seulement si c’est une racine
2. Pour toute valeur propre A,
1< dim(E) < ()
3. Si f est défini par sa matrice A dans une base guelconque, P¢(X) = Py(X) = det(A — X1,) est
également le polyndme caractéristique de A qui ne dépend pas de la base.

4. Soit A ~ B deux matrices semblables associées a I’endomoprphisme f, alors :

A~ B = Py(X)=Py(X)=> (det(A) = det(B) et Tr(A) = Tr(B))

Diagonalisation

Un endomorphisme ¢ € £ (E) est diagonalisable si et seulement si il existe une base de £ formeée de
vecteurs propres de ¢, i.e. :

A€ Sp(p)

Une matrice M € ./, (K) est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice inversible P est une

matrice diagonale A telles que :
A=P'MP
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- Condition de diagonalisation

Une matrice M € ./, (K) est diagonalisable si et seulement si :
1. le polynome caractéristique de M est scindé dans K
2. pour toute valeur propre A de M, dim E; = u(A)

Il en découle une condition suffisante mais pas nécessaire : si le polynome caractériqtique de M est
scindé dans K avec des racines simples alors M est diagonalisable.

:

Soit A = (4, ;)1<i<n € M ,(K). Trigonaliser A, c’est trouver une matrice de passage P et une matrice
Isj<n
triangulaive supérienre T , telles que : T = P~1AP.

Toute matrice est trigonalisable dans C.

Dans la pratique (en P-T), on trigonalise dans .#5(K). Soit « et 3 deux éléments de K distincts. Il existe
alors deux cas :

1. Py(X)=—(X — 2)*(X — f3), alors T est de la forme :

p

0 0
T=]10 a 1
0 0 «

La matrice de passage P est alors de la base de départ vers une base (#, 7, @), ou # est un vecteur
propre associé a 3, U un vecteur propre associé a @ et @ un vecteur propre a déterminer tel que
f(@)=ad +7.

2. Py(X)=—(X —a)*, alors lors T est de la forme :

b
T=

O O R

1
a a

0 «

La matrice de passage P est alors de la base de départ vers une base (i, ¥, @), ou # est un vecteur
propre associé a 3, U un vecteur propre a déterminer tel que f(¥) = a¥'+ # et @ un vecteur
propre a déterminer tel que f (@) = a@ +av + bi.

Remarque : On peut imposer 2 = 1 et b =0 ce qui simplifie le calcul : T =

O O R
O R =
R —~ O

Réduire une matrice, c’est la diagonaliser si possible, la trigonaliser sinon.
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10 Espace euclidien et préhilbertien

On considere ici un espace vectoriel E sur R (de dimension finie ou infinie).

- Produit scalaire-Définition

On appelle produit scalaire toute application ¢ de E X E sur R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. symétrie:

Y(u,v) €F?, o(u,v)=¢(v,n)

2. bilinéarité :
YueE, xw— ¢(x,u)etx— ¢(u,x)sont linéaires

VueE, o(u,u)=20 et VYu€E, o(u,u)=0=>u=0

Si ¢ est un produit scalaire sur E, on dit que ¢ munit E de la structure :

» d’espace prehilbertien si dim £ = oo

* d’espace euclidien si dim E est finie

L'application de £ dans R : x — ¢(x, x) est appelée forme quadratique associée a ¢.

- Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

Soit ¢ un produit scalaire sur E.
Alors,ona:

V(x>y)€E2> (§ﬂ(x:y))2$§ﬂ(x:x)'¢(y:y)
Ou encore, en notant N(x) = 4/ ¢(x,x):
V(x,0) €E?,  lp(x,y)| < N(x)-N(y)

Remarque : Il y a égalizé lorsque les vecteurs x et y sont colinéaires.

- Inégalité triangulaire

Soit ¢ un produit scalaire sur E.

En notant N(x) = 4/ ¢(x,x):
V(x,9)€E%  N(x+y)<N(x)+N(y)

Remarque : Il y a égalité si et seulement si les deux vecteurs x et y sont colinéaires et de méme sens.
Lapplication N est une norme sur E, appelée norme euclidienne associé a ¢.

On note désormais < x,y > le produit scalaire de x avec y.
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Orthgonalité
Définition :

On dit que deux vecteur sont orthogonaux si < x,y >=0. On note x L y.

Propriétes :
1. Le vecteur nul est orthogonal a tous les autres vecteurs, c’est le seul vecteur orthogonal a tous

les autres :
(Vx€e€eE,<x,u>=0)<=u=0

2. Théoreme de PYTHAGORE :

V(x,p)€E%x Ly, llx+yIP =[xl +yll

Sous espaces orthogonaux

Soit F et G deux sous-espace de E, F et G sont orthogonaux si et seulement si :
V(x,y)€eFxG, xLy

On note alors F L G.
Orthogonal d’un sous-espace :
On dit que G est Porthogonal de F si et seulement si :

FlGetF®G=E

Lorthogonal de F est noté F= :
Fl=xeEVyeF,xly
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Projection orthogonale

Soit F un sous-espace de E de dimension finie.
Pour tout x € E, il existe un couple unique (f, ) € E? tel que :

x=f+h,avecf€Feth LF

On definit alors un endomorphisme de E, appelée projection orthogonal sur F, noté 7z, qui a tout
x € E associe le vecteur f comme défini ci-dessus.

Formule de projection : Soit (e, ,e,) une base orthogonale de F, alors :
7 < €L, X >
mp(x) = Z - %
1 < ep,ep >
/ < ek’ x> ’ 7 . \
Le réel est appelé coordonnée contravariante de x dans le systeme (eq,--- ,e,).
<ep,ep > P

Orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT

Soit (s#y,--,u,) une base d’un sous-espace F de E. Alors on peut toujours obtenir une base orthogo-
nale (e;,---,e,) de F :

61 = 141
=l <e,uy, >
k .
e = uk—Z]—ej sik>1
j=1 < 6]', 3]' >
Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de normer les vecteurs e, i.e. en posant pour tout k €
€k
[Lpl, € =
llell
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- Systémes orthogonaux

(x;);es est un systéme orthogonal si et seulement si :
Viel, «x; ;éOetV(i,j)Elz, i £]=>x; Lx]»

Théoréeme de PHYTAGORE :
Si(x;)1<;<n €t un systeme orthogonal, alors :

n n
D el = Dl
k=1 k=1

Un systeme orthogonal est nécessairement libre.
\ ’ \ ;. .
Systeme orthonormé : (x;),¢;, est un systeme orthonormé si et seulement si :

V(l,])El]:l,n]]z, <xl’,x]' >= 81]

- Distance d’un vecteur a un sous-espace

Soit F un sous-espace de £ (en dimension finie). Alors :
Vx€E, VyeF, [lx — mp(x)l| < |lx =l

Autrement dit, ||x — 7z (x)|| = inf, 7 ||x — ||, cette valeure est également appelée distance de x a F et
notée d(x, F).

1
Remarque : Ce procédé sert par exemple a calculer le minimum de J (f (x)—(ax+b))dx, on calcule
0

la projection de f sur I’espace des polynomes de degres 1!, ce qui nous donne les valeurs de « et & (il
faut obtenir une base orthonormée des polyndmes de degres 1).

'Ceci s’étend aux autres degres
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Groupe orthogonal-Définition
Définition :

Soit E un espace euclidien, muni d’un produit scalaire noté <, >.
Un endomorphisme f de E, f € £(E), est un automorphisme orthogonal si et seulement si / vérifie
une des propriétés équivalentes suivantes :

1. Y(x,y)€E? < f(x),f(y)>=<x,y>

2. Vxe€E, ||f ()| =||x|| («f conserve la norme »)

3. Il existe une base orthonormée de E dont I'image par f est une base orthonormée de E.
4. Limage de toute base orthonormée de E est une base orthonormée de E.

Un automorphisme orthogonal est aussi appelé isométrie vectorielle.

Groupe othogonal-Propriétés

1. Si f est un automorphisme orthogonal, alors f est bijectif et f~! est un automorphisme ortho-
gonal.

Propriétés :

2. Si f et g sont deux auntomorphismes orthogonaux, alors f o g est un automorphisme orthogonal.

3. Lensemble des automorphismes orthogonaux est un groupe muni de la loi o, appelé groupe
orthogonal et noté O(E)

Matrices orthogonales

Soit (ey,-..,e,) une base orthonormée de E et A la matrice dans (e, ...,e,) d’'un endomorphisme f.
Alors :
feEOE)<—='AXxA=1I,

Autrement dit, A € ./, (R) est une matrice orthogonale si et seulement si ‘A X A=1,
Lensemble des matrices orthogonales, muni de la loi X, est un groupe noté 0(n) et est isomorphe a

O(E).

Propriété :

SiA€ O(n),alorsdetA € {—1,1}.

- Les matrices de 0(n) dont le déterminant est égal a 1 sont appelées directes ou positives, elles
forment un sous-groupe de 0(n) noté 0 (n). Ce sont des matrices de rotation.

- Les matrices de 0(n) dont le déterminant est égal a —1 sont appelées indirectes ou positives, elles
forment un sous-groupe de @(n) noté 0~ (n). Ce sont des matrices d’isométrie négative.
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Propriétés

M="M<+= M =I,

SiM e O(n),alors ‘M x M =1, donc :

i.e. M est une matrice de symétrie orthogonale si et seulement si M est une matrice symétrique et
orthogonale.

Les seules valeurs propres possibles pour une matrice de 0(n) sont -1 et 1.

Matrices de 0(2)

Les matrices de 0(2) sont de deux types :

1. Les matrices positives, matrices de rotation vectorielle d’angle & :
cos) —sinf
sinf  cosf

2. Les matrices négatives, matrices de symétrie axiale par rapport a la droite formant avec la droite

cosf sinf
sin@ —cost

formant avec (O, ) 'angle >
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- Matrices de 0(3)

Nature Matrice la plus simple Eléments det symétrique
Identité L 1 oui
Symeétrie centrale - -1 oui
1 00
Réflexion 010 le plan E, -1 oui
0 01
1 0 0
Demi-tour 0 -1 © 'axe E, 1 oui
0 0 -1
1 0 0
Rotation 0 cos —sin® | | laxe E; etl'angle 0 | 1 non
0 sinf cosf

- Détermination de I’axe et de I’angle d’une rotation

Soit p une rotation d’angle 6 €]0,7[U]x,27[ et R sa matrice dans une base orthonormée
—_ - —
(efs e, e5).

1
Alors, en posant A = E(R —'R), il existe (p,q,7) €R’ tels que :

0 —r ¢
A= r 0 —p
—-q p O

Laxe de p est dirigé par :
C=peltqe +rey

L'angle est défini par :
{ 1+42cosd = Tr(R)

sinf = ||B>||
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Endomorphismes symétriques
Définition :

u € Z(E) est symétrique si et seulement si :

Y(x,y) €E?, < u(x),y>=<x,u(y)>

’

Propriété :

1. Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E, et M la matrice de # dans (ey,...,e,) :
u est symétrique <= ‘M = M <=> M est symétrique

2. Toute matrice M symétrigue est diagonalisable dans R selon une base orthonormée.
Autrement dit, i/ existe une base orthonormée de vecteurs propres réels de M.
Notations :

Le sous-espace vectoriel des matrices 7 X 7 symétrigues est noté 7. S+ [resp. & ] est 'ensemble
des matrices symétrigues dont toutes les valeurs propres sont positives [resp. strictement positives).

Forme quadratique

Une application g : E — R est une forme quadratique si et seulement si il existe une forme ¢ bilinéaire
symétrique de £2 dans R telle que :

Vx eE, g(x)=¢p(x,x)

Une telle forme vérifie toujours g(A-x) = A% - x.

Formule de polarisation

Soit g une forme quadratique. Pour retrouver lexpression de la forme bilinéaire symétrique qui lui est
associe, on utilise la formule de polarisation :

o(5,)= 1{g(x+2) ~g(x =)
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Expression de la matrice de la forme quadratique

Soit E un espace euclidien muni d’une base (e, ...,e,).
Soit g une forme quadratique et ¢ sa forme bilinéaire symétrique associée. Alors :

A=((a; ;)i j<n est la matrice de g dans la base (e;, ..., ¢,,)
\
ou ﬂi,j =<< el’,e]' >.
En effet,soit x =37 x;-¢; ety =37 y;-e;,alors:
n n
¢ in €)= Zy/ 6= Z X;)j < €is€ >= Z XiYj%i,i
i=1 j=1 1<i,j<n 1<i,/<n

D’ou:

n n
_ 2
q<§ xl--el-> = E xia;;+2 Z X;X;a; ;
p=il =1

1<i<j<n

Le., si X [resp. Y] est le vecteur colonne des composante de x [resp. y],ona:

p(x,7)="XAY et gx)="'XAX

Réduction d’une forme quadratique

Soit g une forme quadratique de matrice A dans une base orthonormée B = (e, ,e,,).
A est symétrique réelle, donc est diagonalisable dans une base 2 = (v, -+, v,,). Il existe donc (A, P) €
M, (R)? telles que :

A='PA.P

ou A =diag(A;,-+, 4,) et P la matrice de passage orthogonale de 5B vers 9.

Soit x € E tel que x =377 | x! - v; auquel on associe la matrice colonne des coordonnées dans &, X'.

Alors I’expression de la forme quadratique ¢ dans la base 9 est :

n
2
q(x) ='X'AX = Z /bx/i

1=1

On dit que la forme ¢ est réduite dans la base 7.
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11 Séries de FOURIER

- Définitions-Notations N

) . 27
Soit T'€R’, on pose w = —.

T

On appelle ici

- 6,,(T) Pespace vectoriel des fonctions T-périodiques et continues par morceaux sur [0,7] a
valeurs réelles.

- 6(T) lespace vectoriel des fonctions T-périodiques et continues sur [0, 7] a valeurs réelles.

Alors 6(T) C 6y(T).

- Coéfficients réels et somme partielle de FOURIER \

Soit f une fonction de 6,,(T), on pose :

1 T
wlf)=7 | fe
2 T
Yk eN", ﬂk(f)z?Jo f(t)cos(kewr)de
2 T
Vk e N*, bk(f):?fo f(t)sin(ket)dt
S,(f) x> ag(f)+ D (ar(f)cosewx) + b(f)sin(kewx)) et Sy(f)=ao(f)

k=1

Lesa,(f),en €t b, (f),en+ sont les coefficients réels de FOURIER de f et S, (f) est la somme partielle
de FOURIER de f d’ordre n. S,,(f) est continue et T -périodigue.

- Inégalité de BESSEL \

Soit f € 67(R) i.e. 'espace des fonctions T-périodiques de R dans R. Alors :

™ a,(f) T b, 1
“o(f)z'i‘z > +Z 5 $7

n=1 n=1

T
L ()i
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- Formule de PARSEVAL

Soit /' € 61(R). Alors :

+OO{1 2 +oo b
WS LS LA 0

n=

- Fonction 6! par morceaux

Une fonction f est 6! par morceaux sur un intervalle  si et seulement s’il existe une subdivision
ay<ay<---<a,deI telle que, pour tout k € [[0,7]) :

1. f estdeclasse 6! sur 1, =]ag,ap, [
2. f et f/ sont prolongeables aux bornes de 1,

- Théoreme de DIRICHLET

Soit  définie sur R, T-périodique et 6! par morceaux, alors en notant a* = linéf (t)eta™ = lin%f (t):
t— t—

t>0 t<0

VieR, fm (S,()0)=" %

n—+00 2

=f(z)

f~ est appelée la régularisée de f.

Remarque : Si f est continue alors / = f alors:

lim (S,(/))t)= /()

7—~+00
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12 Equations différentielles

Notations : K désigne I'un des corps R ou C, I est un intervalle de R et Z est I’espace vectoriel
€1°°(1,K) des fonctions de classe 6> sur I a valeurs dans K.

Pour une fonction y € Z on note y*) la dérivée n-éme (k € N) avec pour convention y© =y,

12.1 Systemes différentielles

- Définitions-Notations

Soit 7 € N*.

x
1
On considére (xy,...,x,) € 6! de I dans K auquel on associe la matrice unicolonne X = [ : | et

X

(by,-..,b,) un n-uplet de fonctions continues de / dans K auquel on associe la matrice unicolonne
B =

b\
b,

/

En notant X’ la matrice colonne constituée de (x;

matriciellement :

,--->X! ), on considere le systeme (X) qui s’écrit

(%) : X'(t)=AX(t)+B

On forme le systeme différentiel sans second membre ou homogene associé a (X) :

(o) : X'(t)=AX(1)

- Nature de I’espace des solutions

L’ensemble des solutions de (X,) est un espace vectoriel S de dimension 7

L’ensemble des solutions de (X) est un espace affine X, + S, ou X, est une solution quelcongue de ().

Existence et unicité des solutions

Sitygel et Vye M, (K), il existe une unique solution de (X) qui vérifie X (z,) = V/(0).
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- Méthode de résolution

On procede a la réduction de A, i.e. on détermine une matrice inversible P et une matrice R telle que

A=PR.D!
avec R diagonale ou triangulaire.
1(2)
En posant Y (¢) = : =P~1.X(t), le systeme () est équivalent a :
I(t)

Y'=RY+P !B

Alors :

1. si A est diagonalisable de valeur propre (4;,...,4,,), le systeme réduir est alors formé de n équa-

tions :
yl{(t) = A;.9,(t)+ Bi(¢)
dont la résolution est élémentaire (3,(t) étant la i-¢me composante de la matrice P~!B).

2. Sia est non diagonalisable, alors le systeme se résoud de proche en proche.

Remarque : On a pas besoin de calculer P~! si le second membre B(t) est nul.

12.2 Equations différentielles linéaires—Généralités

- Définition

Une équation différentielle est linéaire d’ordre 7 s’il existe une application f € 6(I) et un endomor-

pisme ® de Z défini par ®(y) = Zaky(k), ou Yk € [1,n], a, € 6€°(I), tels que :
k=0

(E): @) =f

On définit alors ’équation sans second membre (ESSM) ou équation homogene associée par :

(Eo) : ®(y)=0
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Courbe intégrale

Une courbe intégrale de (E) est le graphe de x — y(x) ou y est solution de (E).

Un exemple ou ’on trace plusieurs solutions :

getf odeOl.sci

-—>
-

exp(x)/(1+exp(x))*y+1, endfunction

SM(x,y), Y
--> TraceSolutions(-7,-5,7,5,30,500)

function Y:

(1+e*)y +ey=1+e"

P A D D A A I A T T

NN N A
D N e
P N e T
NN N e e
=
NN N N L,
BSOS
NN N SN
A e

DANANENE N NS S

NN S S ——
RSO ——
AN
NN .
N N =
NN NN NN
N N .

NN N N RN N N N N NN

N T SN NN

~
N
~ N NN
~

~
[N
~
N

A A A A A 7 A

~
~
N
N
~
N
~
~

~
~
~
N
~
~
N
~

-2

4

-6

-8

e+ x+A
e“+1

Solutions : y

Nature et espace des solutions

L’ensemble des solutions de () est un espace vectoriel . de dimension 7.

L’ensemble des solutions de (£) est un espace affine . de dimension 7 dirigé par ¥ et d’origine y,,

de (E).

€re

.\

t une solution particuli

\

ou y, es

o+

S =
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Existence et unicité de la solution vérifiant une condition initiale

Soit x4 € I et le n-uplet (vy,...,v,_;) € K”. Il existe une unique solution de (E) vérifiant pour tout
ke [[0,n—1],y®(xy) = v,.

12.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

- Equation caractéristique \

Lorsqu’on a a faire & une équation différentielles a coefficients constants (i.e. les 4;, sont constants), on
définit I’équation caractéristique associée a (Ey) :

(x) : Zaka =0
k=0

- Equation du premier ordre : y' +ay = f(x) N

Lensemble des solutions de I’équation y’(x) +ay(x) = f(x), (avec 2 € K, et f € €°) est une droite

vectorielle dirigée par x — e™** et d’origine yy =e™** [ f(t)e*"dz.

g ={e [ ropar s ree]

Ce résultat s’obtient a I’aide de la méthode de variation des constantes.

- Equations du second ordre—ESSM \

Soit ’équation : (E) : ay”(x)+ by'(x)+ cy(x) = f(x), avec (a, b,c) € K* x K2.

Résolution de PESSM :
Soient @ et 3 les deux racines complexes de [’équation caractéristique (y) : aX*+bX +c =0.
Les solutions de ’ESSM forment alors un espace vectoriel de dimension 2, de base :

{(xHe“x,xr—»e/Bx> st a# S

(x— e, x—>xe™) si a=[3
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Résolution complete de I’équation

On cherche a déterminer une solution particuliére de (E) : ay”(x)+ by'(x) + cy(x) = f(x), avec
(a,b,c) e K* x K2.
Plusieurs méthodes :
1. Seconds membres polynomiaux :
Si f(x) est un polyndme de degré 7, alors il existe une solution particuliere polynomiale de degré
nsic#0,dedegré n+1sic=0et b#0,dedegré n+2sib=c=0.
2. Elimination de 'exponentielle :

Si f est de la forme e”* g(x), m € K, on pose y(x) = #(x)e™*, on obtient alors I’équation sans
exponentielle :
w" +Qam+b)u' +(am® +bm+c)u=g

3. Principe de superposition :

(@) St f(x)=fi(x)+ f5(x), en additionnant les solutions particulieres des équations :

ay"(x)+by'(x) + cy(x) = f(x)

et
ay”"(x)+ by'(x) +cy(x) = f(x)
on obtient une solution particuliere de (E).
(b) Si f(x) = R(h(x)) [resp. f(x) = F(h(x))], on obtient une solution de (E) en prenant la
partie réelle [resp. imaginaire] d’une solution de second membre A(x).

4. Autres seconds membres :

Si les 3 méthodes précédentes ne permettent pas de résoudre I’équation, on a recours a la mé-
thode de variation des constantes :

Si y, et y, sont deux solutions linéairement indépendantes de (E,), on cherche une solution de
(E) sous la forme :

y(x) = A(x)ys(x) + p(x)ya(x)

A(x)yy () + /(2}y, (x) = 0

Alors (E) se raméne a un systéme de CRAMER en A'(x) et u/(x).
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12.4 Equations différentielles linéaires a coefficients variables

- Equation du premier ordre

Résolution de PESSM :
Les solutions de a(x)y’ + b(x)y = 0, sur tout intervalle / ol 4 ne s’annule pas, forment un espace
vectoriel de dimension 1 dirigé par :

\ o a(x)
ou A est une primitive de x — ——

b(x)

Résolution complete :
On trouve une solution particuliere de a(x)y’+b(x)y = c(x) par la méthode de variations des constantes

en posant :
Yo(x) = k(x)u(x)

L’ensemble des solutions de (E) est alors :

Existence et unicité d’une solution :
Il existe une unique solution de (E) définie par une condition initiale (y(xy) = y, ou (xg,7,) € I X K.

p Equation du second ordre

On considere le systeme :

(E) : a(x)y" +b(x)y"+c(x)y = f(x)

Il n’y a pas de méthode générale de résolution. Cependant I’espace affine des solutions de (E) est dirigé
yap g P P g
par un espace vectoriel de dimension 2. Le principe est alors de trouver deux solutions indépendantes

de (E,) et de cherche une solution particuliere.
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Meéthode partielle de résolution (de LAGRANGE) \

Si on connait une solution # non nulle de I’équation sans second membre (Ey) : a(x)y” + b(x)y’ +
¢(x)y =0, alors le changement d’inconnue y = z.# transforme (E) en ’équation en z :

(A) : anz"+Qan' +bu)z' =f

. . . /
qui est une équation du premier ordre en w = z’.

r
\

Solutions de (E,) polynimiales ou développables en série entiere

On recherche des solutions de (E,) polynomiales ou développables en série entiere.

Soit ¢ : y —a(x)y” + b(x)y’+ c(x)y un endormorphisme de ¢ *(R).
On recherche les solutions de (£;) sous la forme :

+o0o
y(x)= Zanx”.
n=0
On a alors sur P'intervalle de convergence :
+oo +oo
8 ($a) =Se g =o
n=0 n=0

Le calcul nous permet de déterminer les a;, pour que la somme soit nulle (en général sous forme de
relation de récurrence). On trouve également les éventuelles solutions polynomiales de (Ey).

r
.

~

Recherche de solution par changement de variable \

On effectue le changement de variable x = ¢j(¢) ot ¢ est une fonction bijective de classe 62, a valeurs
dans un intervalle de résolution I.

Il est alors pratique d’utiliser les notations de LEIBNIZ pour aboutir a une équation de variable ¢, en

effet :
dy dr dy
dx ~ dx dt
et
dzy_dt d /dy _dzy dt 2+dy 4’
dx?  dx dr \dx/ di2 \dx dt dx?
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12.5 Equations non linéaires

( @

A la différence des équation linéaires :
1. Il n’y a pas de méthode générale de résolution.
2. Les notions d’équation sans second membre et de solution particuliere n’ont pas de sens ni d’intérét.

3. Lensemble de définition des solutions ne peut pas étre prévu a ’avance, et dépend en général des
conditions initiales.

p Equations a variables séparables

Les équations a variables séparables sont de forme générale :

fO)y =g(x)

dy
f(yd—x = g(x).

Elles se résolvent avec la condition initiale y(xy) = y, et :

y x
v)dv = u)du
RG KC

X0
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13 Courbes planes

- Définitions-Courbes paramétrées N

On munit le plan affine # d’un repére orthonormé (O, 7, 7).

On définit I’application :

v ot OM(t) = x(t)7+y(2)]

ol (x,y) € €' définies sur un intervalle I C R.

ﬁ

s A

On note OM'(t) = 5 =x'(t)7+y'(t)].
Un point M(z,) est dit :

1. régulier si OM'(t,) # o

. - —
2. singulier ou stationnaire si OM'(t)) = 0

- Points singuliers \

Définition :

On appelle point stationnaire M de la courbe y représentée par le équations x = f(¢) et y = g(¢) un
point qui correspond a une valeur ¢, pour laquelle les dérivées f'(t,) et g’(¢,) sont nulles simultané-
ment.

Propriéte :

Si p est le plus petit entier tel que les dérivées p—¢mes des fonctions f et g ne s’annulent pas toutes
les deux pour la valeur ¢,, on montre que la tangente en M a pour coefficient de direction f(#)(¢) et
g?)(t) (on peut alors utiliser des développements limités de f et g en t,).
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, :

R < . — _
On étudie ici le cas ou lim || F H(t) =400 avec t; €R.

Lty

1. Si lim x(¢) = x,, la courbe présente une asymptote verticale.

t—1y

2. Si lim y(z) = y,, la courbe présente une asymptote horizontale.
tty

3. Si lim x(¢) = +oo et tlm? y(t) = £oo plusieurs cas sont a étudier :
o

t—1y

t
(a) si lim A £00, la courbe présente une branche parabolique de direction O,

t—ty x(t)
t
(b) st thn;l % =0, la courbe présente une branche parabolique de direction O,
=l x(t
t
(c) si lim & = A, avec A un réel, alors
g x(t )

1. si tl.l_)rrtlo (y(¢)—A.x()) = £o0, la courbe présente une branche parabolique de direction
y=Ax

ii. si tlig% (y(¢) — Ax(2)) = , avec u un réel, la courbe présente une asymptote oblique
y=Ax+pu

Remarque : Lorsque tlil:rtn H?H (t)=a, avec @ € R on parle de point asymptote.

- Définition-Courbes en polaires \

Soit £ une fonction 6! par morceaux éfinies sur un intervalle 7, la courbe en polaire (y) définie par
I’égalité r = £(0) est la courbe définie par le paramétrage 6 € I — O—)M(Q) = f(0).(cos 07+ sin 0)).

On pose alors :
—

ug =cosOr+sin0j’

et

g =—sinfi'+cos O]
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Tangente et points singuliers

En un point autre que l’origine, la tangente en M(6) est dirigée par :

T (M©O) = f' O +f(O)7;

A lorigine, la tangente est dirigée par 7.
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On étudie ici le cas ou ghn; f(0)==o0.
—Vo

On définit alors 9 la droite définie par = 0,,.

Branches infinies (polaires)

1. st
lim f(0)sin(6 —0,) =
68,
alors 9 est asymptote oblique a la courbe.
2. st
611m f(0)sin(0 — 0,) = o0
0,
alors la courbe admet une branche parabolique d’axe 2
3. st

hmf )sin(0 —6,)= A

60,

A un réel, alors la courbe admet une asymptote oblique obtenue par une translation de 2 de
vecteur 4.7,

A
y
Y
\ M X
£(6)sin(6 —6,) 0-0
Y, g ‘.
0 ol
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14 Les coniques

- Définition par foyer et directrice

Soit 2 une droite du plan, F un point non situé sur 7 et e un réel strictement positif. On note €, la
conique d’excentricité e, de foyer F et de directrice 9 :

MF
6 :{M,—:e}
MH

e

ou H est la projection orthogonale de M sur 9. La perpendiculaire & 3 9 passant par F est un axe de

symétrie de 6, c’est I’axe focal de la conique.

H_J » M
T’“
K VAR
aj =
1
é
9

Son équation polaire suivant I’axe (F, 7) se met sous la forme :

1—ecost

1
r ae

a étant la distance du foyer F a la directrice 9.
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La conique d’excentricité e = 1 est une parabole. Son équation réduite est :

Y?=2aX
@ est souvent noté p.
Son équation polaire est :
i P
l=ecost
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Une conique a centre dont I’excentricité e est inférieure a 1 est une ellipse.On note :
OA=0A"=a OB=0OB'=b OF=0OF=c¢
ou  est le demi-grand axe, b le demi-petit axe. Voici les relations fondamentales pour caractériser une

ellipse :

a
c=ae b=av1—-¢*> 2=b>+c? OK=OK =-
e

L’équation réduite est :

Le paramétrage est :
{ X =acost

Y =bsint

Et la définition bifocale est :
G, = {M,MF +MF' =24}
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- Hyperbole

Une conique a centre dont I’excentricité e est supérieur a 1 est une hyperbole. On note :
OA=0A"=a OF=0OF =c

Voici les relations fondamentales pour caractériser une hyperbole :

a
c=ae b=ave’—1 2=a>+b? OK=0OK =-

e
]
. U .
F Al K xK'1Al F
9 ) 9’
L’équation réduite est :
X2 y?
=~ -
a2 b
Ses asymptote sont définies par :
X? y?
a2 b

Remarque : si 2 = b, e.i. e = v/2 les asymptotes sont perpendiculaires, I’hyperbole est équilatére.

Le paramétrage générale de I'hyperbole est :

X:cc;ZT X==acht
Y=btant 0| Y=bshr

Et la définition bifocale est :
6, ={M,

MF — MF'| =24}

64




15 Géométrie différentielle

- Enveloppe d’une famille de droites

Soit 6 un arc paramétré définie par W(t) = x(t)'+y(t)], ol x et y sont deux fonctions de classe €'
de / cR dansR.

Expression le ’équation de la tangente en tout point M(z,) de 6 :

¥ (t9)-x = x'(t0).y = (1) x(t6) — x'(10)-(25)
Une famille de droites est une application quia t € I C R, associe I’équation 9, : a(¢)x+ b(t)y = c(t)

Définition (enveloppe) :

On suppose a, b, ¢ des fonctions de classe 6! sur I et que ab’ — ba’ ne s’annule pas sur /.

Larc y est ’enveloppe de la famille de droites 9, si tout point de y admet comme tangente une des
droites Z, en un point caractéristigue de y, P(t).

Lenveloppe d’une famille de droite 2, est défini par le couple de solution (x(¢),y(¢)) de:

{ a(t)x+b(t)y =c(t)
a'(t)x+b'(t)y =c'(¢)

- Abscisse curviligne

On considere toujours un arc () de classe 6! défini par une représentation paramétrique cartésienne
(x(2),y(2)) ou polaire (7()).

On choisit sur cet arc une origine M correspondant a une valeur ¢, (resp. 0,) du parametre.
Labscisse curviligne s est la fonction de I dans R qui s’annule en M, et qui vérifie :

ds ||da7

i (el Y|
dr dr H ®)

Le signe de I’abscisse curviligne correspond a 'orientation de la courbe, et sa valeur absolue est la
longueur de I’arc MyM(2).

On suppose a partir de maintenant que ’arc (6) est régulier, c’est-a-dire sans point singulier.
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Rectification N

Labscisse curviligne s est une fonction de classe 6! et bijective de I dans R, donc est un paramétrage

admissible de (6).

On peut alors rectifier (6), c’est-a-dire le paramétrer par s.

Repere de FRENET \

On définit deux vecteurs, formant le repére de FRENET :
%
— dM
T =—o
ds

le vecteur tangent unitaire en M(s), dirigé dans le sens du monvement, i.e. suivant les valeurs croissantes

de s.

. q . - . 7-C
On définit d’autre part N comme ’imagede T par une rotation d’angle +—.

—_ —

Le repere <M (s), T,N > est appelé repere de FRENET.

On suppose maintenant que I’arc (6') est de classe 6.

-

Courbure—Rayon de courbure N

La courbure de (6') au point M(s) est le réel ¢ tel que :

ﬁ
dT —
—=c.N
ds
C’est la premiére formule de FRENET.
On aalors :
ﬁ
dN —
&

C’est la deuxieme formule de FRENET.

On définit alors le rayon de courbure R comme I'inverse de la courbe. Il est infini (sans signe) si la
courbure est nulle et réciproquement.
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Formule du rayon de courbure

— —
Le rayon de courbe peut se calculer en tout point birégulier (i.e.que M'(t,) et M”(t,) ne sont pas
colinéaires) M(t,) en utilisant la formule suivante :

- 3
HM/(to)

R =

det <A7(to),n77(to)>

Centre de courbure

En tout point birégulier M, le centre de courbure / est défini par :
— —
MI=RN
Il est le centre du cercle osculatenr 2 (6') en M, cercle de rayon R tangent a (6) en M.

Détermination :
Il y a deux méthodes :

1. Par la définition :

—_ — —
I=0OM+RN
2. En résolvant le systeme :
d —,
t
&M
R [ =22
de
. ds
ouv=—.
de
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Développée

La développée d’un arc birégulier (6') est le lien deses centres de courbure.

Détermination :
L3 aussi, il y a deux méthodes :

1. On détermine pour tout point M de l'arc, les coordonnées du centre de courbe, ainsi, une répré-
sentation paramétrique de la développée.

2. Ladéveloppée (2) de (6) est enveloppe des normales de (6).

Développante

Définition :
(2) est une développante de (6€) si, et seulement si (6) est la développée de (2).

Détermination pratique :
Soit A un réel choisi. La courbe définie par :

(2)) : OM(s)=0B(s)+(A—5)T (s)
est uen développante de la courbe (6) définie par s — P(s) ou s est l'abscisse curviligne.

Si Pon dispose d’une paramétrisation de (€6) : t — Q(t), on peut exprimer I’expression si dessus a

Paide de ¢ :

(2,) : OM(t)=0Q(t)+(A—s(t) T (s(2))

Si A est une valeur prise par s (A = s), le point M(s,) est un point de contact entre (6) et (2,), donc
un point de rebroussement.
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16 Courbes gauches et surfaces

-
On considére ici Iespace enclidien R? muni d’un repére orthonormé direct <O; 7, k).

- Courbe gauche-Représentation paramétrique

On désigne par courbe gauche, une courbe de R? qui n’est pas @ priori plane, i.e. incluse dans un plan.

Une telle courbe (6) est définie par la donnée d’une fonction de 7 dans R® :
——) —) = = -
t—OM(t)= F (t)=x(t)i+y(t)]+ z(t)k
ou x, y, z sont des fonctions de R dans R.

On suppose que tous les points de () sont réguliers, i.e. que F est de classe 6! sur I, et que F' =M’
ne s’annule pas sur /.

- Abscisse curviligne

Les définitions pour une courbe gauche de la longueure d’un arc et de ’abscisse curviligne sont analogue
a celles relative aux courbes planes :
t|—
re.s(t)= f M (n)
ko

ds_ HZ\?(t) d
de g
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Repére de FRENET \

. , . . . g
Soit (6 définition par la fonction de 7 dans R* F.
. \ 4 . . .
On définit la encore T comme le vecteur tangent unitaire, i.e. :

=_ dF (s)
ds

. . . . —) .
On définit cette fois le vecteur normal unitaire, N et la courbure ¢ simultanément :

E—
dT
—=c.N avecc>0

ds

\ . - .
Enfin, on complete ces deux vecteurs par le vecteur binormal B pour obtenir une base orthonormale

directe :
—_ = —
B=TAN

Equations cartésiennes N

Une courbe gauche peut etre défini par un couple d’équations cartésiennes F(x,y,z) =0et G(x,y,z) =
0 ce qui revient a dire qu’elle est considérée comme lintersection des deux surfaces d’équation
F(x,y,z)=0et G(x,y,2z) =0. On dira alors que la courbe est t7acé sur chacune de ces surfaces.

w

Soit (6¢) une courbe gauche défini par :

On détermine le projeté de (€) sur le plan de coordonnées O,, [resp. O,, ou O,,] en éliminant y
[resp. x ou z] des deux équations F(x,y,z) =0 et G(x,y,z) = 0 soit en combinant les deux équations,
soit en tirant y = k(x, z) [resp. x = k(y,z) ou z = k(x,y)] de 'une pour le porter dans I’autre.
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r Surface-Définition N

Une surface (X) est une partie de R? définie :

1. soit par une représentation paramétrique, i.e. une fonction
NeR? — R’
v (u,v) — x(u,0)i+y(u,v)]+z(u,v)k
Ona:
—
Me (X)) Au,v)e, OM = ¢(u,v)

2. soit par une équation cartésienne F(x,y,z) =0, ou F est une fonction de R* dans R.

Ona:
Me(X)s OM = xi+y]+ zk avec (x,y,z) vérifiant F(x,y,2z) =0

- Plan tangent et vecteur normal N

Soit (X) une surface.

% %
1. Sil’on dispose d’un paramétrage de (X), ¢, on note les dérivées partielles i et i respective-
. N du v
aM IM
t t o
T e

. o oM M
Le point M, est réguliersi N =

du  dv’
.
Le vecteur w—— est appelé vecteur normal a (X) en M.
v
., M In - \
Le plan passant par M, et dirigé par E et ) (donc de normal N ) est le plan tangent a (%)
" v

en M,.
2. Sil’on dispose d’une équation cartésienne F(x,y,z) = 0, alors le vecteur normal a la surface

—
en M, (point régulier) est colinéaire a <gradF > .
MO
Alors, une équation du plan tangent en M, est déterminé par :
— SN
<gradF> MMy=0
MO

- JF JF JF .
(e = xo)% +( _yO)é’_y Rz = ZO)E =

71



. . - .
Soit y une courbe de lespace définie par un parametrage : OP(t). On considere un vecteur non nul @

La surface engendrée par les droites de direction @”, s’appuyant sur y est un cylindre.
y est une directrice et les droites dirigées par 2" s’appuyant sur y sont les génératrices.

Un paramétrage de ce cylindre est :

IxR — R?
(n,v) — (ﬁ/[)(u,‘v):a’)(u)+‘v7

Le plan tangent en un point régulier contient une génératrice, et la tangente a une directrice.

Soit y une courbe de lespace définie par un parametrage : a;(t) On considére § un point de R\ .

La surface engendrée par les droites passant par S et s’appuyant sur y est un cone.
y est une directrice et S est appelé sommet. Les droites passant par § et s’appuyant sur y sont les
génératrices du cone.

Un paramétrage de ce cone est :

IxR — R?
(#,0) — OM(n,0)=0S +vSP(x)

Le plan tangent en un point régulier contient une génératrice, et la tangente a une directrice.
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Surfaces de révolution

5 , o \ - Y 5
Soit y une courbe de Pespace définie par un parametrage : OP (). On considére une droite A.

La surface obtenue par révolution de y autour de A est la réunion des cercles d’axe A s’appuyant sur
y. Ces cercles sont appelés paralléles. Les section de cette surface par un plan contenant A sont les
méridienne de la surface.

Si @(t) =x(t)’+y(2)7+ z(t)/; , alors un paramétrage de la surface obtenue par révolution autour de
O, est:

IX]|—m,n[ — R?
(n,v) —  x(u)(cosvi’+sinv]) +y(u) (—sinvi'+ cosvj) + z(u)k

Ce qui se traduit matriciellement par :

x4 (#,0) cosv —sinv 0\ /[x(u) x(u)cosv —y(u)sinv
yyu(uw,v) | = | sinv cosv O | y(u) | = | x(u)sinv+ y(u)cosv
zy(u,) 0 0 1 z(u) z(u)

Le plan tangent en un point régulier contient la tangente au parallele et a la tangente a la méridienne
qui se coupent au point considéré.

Surfaces réglées-Développables

Une surface réglée est une surface engendrée par une famille de droites (Z,),,¢;, i.e. qu’elle admet un
paramétrage :

— — Y
(n,v) €l xR—>OM(u,v)=OP(u)+va (u)
Les doites 7, sont les génératrice, la courbe décrite par (j’)(u), u € I est une directrice.

Une surface réglée est développable lorsque le plan tangent rest constant le long de chaque génératrice.

Propriétés :
* Soit M un point d’une surface réglée, alors le plan tangent en M contient la (ou les) génératrice(s) de

cette surface passant par M.
—

* Soit (X) une surface réglée admettant pour paramétrage : (#,v) €I x R — O_)M(u,fv) =OP(u)+
v a (u). (X) est développable si, et seulement si :

P _, =
Vuel,det| —, @’ (u), &’ (u) | =0
du
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Une quadrique est une surface d’équation cartésienne :

q(x,y,2)+ ¢(x,9,2)=C

ou ¢ est une forme quadratique, ¢ une forme linéaire, et C une constante.

Apres réduction de la forme quadratique, i.e. un changement de base orthonormée (rotation), on se
ramene a une équation :

2 2 2 —
Axi + wyy +vzy + e p1,2) = C
ou A, u, v sont les valeurs propres de ¢, ¢ la forme linéaire obtenue apres le changement de base, et C,
une nouvelle constante.

Ensuite, s’il a lieu, un changement d’origine (translation) permet de se ramener aux équations de réfé-
rences listées ci dessous.

(A, B, C) sont trois réels strictements positifs. Les cas dégénérés ne sont pas pris en compte.

Equation Nature Révolution Réglée
xX* y* z?
yel + e + o =1 Ellipsoide si Card({4,B,C})<3 | Non
x* y* z?
yo + e 1 | Hyperboloide a une nappe siA=B Oui
xX? y? 7z?
F-F?—E:O Céne SIA:B OU.I
x* y* z?
yel + 7o —1 | Hyperboloide a deux nappes siA=B Non
X? y? .
—+—= Paraboloide siA=B Non
A B
Xz Yz “ . .
Y Z Paraboloide hyperboligue Non Oui
X? Y2 . . o . .
yel + ok 1 Cylindre a base elliptigue siA=B Oui
X2 Y? , . . .
o 1 Cylindre a base hyperbolique Non Oui
X2
Y Z Cylindre a base parabolique Non Oui
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Le paraboloide hyperboligune

L hyperboloide a 2 nappes

Lhyperboloide a 1 nappe
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17 Fonctions a plusieurs variables

:

Soit n € N*, et E =R"”.
Une norme est application N de £ dans R | telle que :

1. VxeE,VYAeR, N(Ax)=|A|N(x)
2. V(x>y)€E2: N(x+y)<N(x)+N(y)
3. Vx€E,N(x)=0<x=0

La norme utilisée ici est la norme euclidienne définie par :

n
V= (x;, %) €E, lx]| = | D x7
k=1

- Boules ouverte—fermée

Soit n € N*, et E =R”.
On appelle boule ouverte de centre € E et de rayon R €R’, 'ensemble :

B(a,R)={x, |la — x|| < R}
De méme on définit la boule fermée de centre a € E et de rayon R € R”. I'ensemble :

B(a,R) = {x, |la — x||[ < R}

Voisinage

Soit x € R”. Une partie A de R” est un voisinage de x si elle contient une boule onverte de centre x.

- Partie bornée

Une partie de R” est bornée si elle est incluse dans une boule fermée de centre O, i.e. A C R” est bornée

si, et seulement si :
IMeR,_,ACB(O,M)
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Ouverts—-Fermés \

Un ouvert est une partie de R” qui est un vosinage de chacun de ses points, i.e. qui contient une boule
ouverte autour de chacun de ses points : §2 est un ouvert de R” si, et seulement si :

Vxe, de € Rj_, B(x,e)CQ
Intuitivement, un ensemble est ouvert s’il ne contient aucun éléments de sa frontiére.

Un fermé est une partie de R” dont le complémentaire dans R” est un owvert : F est un fermé si, et
seulement si R” \ F est ouvert.
Intuitivement, un ensemble est fermé s’il contient tous les éléments de sa frontiere.

Attention : un ensemble peut étre ni ouvert ni fermé, ou encore a la fois ouvert et fermé (@ ou R”).

Suites dans R” <

Soit (x,,),en Une suite a valeur dans R”. Alors x,, = (x(l),...,x(m)>, ot x*) est une suite A valeurs
n n n
réelles.

Ondit que lim x, =/ si, et seulement si :
n—+00

VeeR,,INEN, n>N=||x, - (|| <e

Sit=({,...,0,,) €R™, alors n.l—igloox” =/ si, et seulement si :

Vpe[1,m], lim x?)=¢

Stoo m P

Proriété : Toute suite convergente est bornée.

@ A

Soit f une fonction de R? dans R” défini par m fonctions de R? dans R : Vx € R?, f(x) =
(fi(x)s-., f,,(x)). On considere = (wy, ..., w,) un élément fixé dans R?.

On dit que lim f(x)=/¢ € R" si, et seulement si :
X—w
1. f est définie sur une boule onverte de centre w et de rayon strictement positif

2.|VeeR},dzeR], |x—o||<a=|f(x) -l <e
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s @ )

f est continue en w si, et seulement si :
lim f(x)= f(w)
X—w

1. La combinaison linéaire de fonctions continue est continue.
2. La composée de deux fonctions continues est continue.

Méthodes :

*» On montre qu’une fonction est continue en w en utilisant les théorémes généraux ot en majorant
[|f (x) — f(w)|| au voisinage de .

* On montre q’une fonction n’est pas continue en w en trouvant deux suites #, et v, tendant vers

w tels que lir_‘{l f(u,)# lil‘_il:l f(v,).

- Propriété \

Soit f : R? — R une fonction continue en tout point d’un fermé borné F de R?, alors :

f(F) est une partie fermé et bornée de R”

. Dérivées partielles N

Soit f une fonction de R? dans R”.
La k-iéme application partielle associée a f en w est 'application ¢, de R dans R” définie par :

gpk(x):f(wli"'!wk_p X ,wk+1,-..,w)
La dérivée partielle de / par rapport a x; en w est nombre dérivé g, () s'il existe, et est notée

<3—f> . La dérivée partielle de par rapport a x;, est donc une application de R? dans R”.
XL -

- Fonction de classe 6! )

n dit que f es en w si, et seulement si elle est continue en w, ainsi que ses dérivées
On dit t classe €' en w si, et seul t si elle est cont w toute ses d
partielles.
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Différentielle

Soit f une fonction de R? dans R” de classe 6! en w : f(x)=(fi(x),...,f(x)).
La différentielle de / en w est une application linéaire df de R? dans R”, définie par :

Ce qui souvent s’écrit :

Matrice jacobienne

Dans les bases canoniqgues, la matrice de df est appelée matrice jacobienne de f en w, elle est notée

J(f):
2 2% . o
dx, dx, Ix, ——
3, 3,  ah| (& o o o
_| 3%, 2%, 7 Ox | |®wdl|_
) .1 _2 .p ; axl’axz’m’axn
dx, dx Ix,
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- Composition et inversion

Composition :

Ona:
d(fo g)a) = (df)g(a))o(dg)a) ILE: ](_fo g)a) :](_f)g(a)) X](g)a)

En pratique, on a:

ce qui s’écrit (par abus de notation) :

Inversion :
Si f est un endomorphisme de R”, alors, J(f) est carrée, et, si elle est inversible :
—1 _ -1 . —1 —1
d(f )f(a)) - d(f)f(w) 1.€. ](f )f(w)l(f)f(w)

f est injective au voisinage de w si, et seulement si det(/(f")),, 7 O.

Attention : Par exemple, le changement de variable en polaire est :
af _adf dr If d0
dx 0r'dx ' 30 3x

Il faut tenir compte de toutes les variables.

- Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f une fonction de R? dans R” de classe 6! en w. Les dérivées partielles de f peuvent admettre
alors des dérivées partielles :

3<3f> 22f a<af>_#f

s \ Ben “ Ix )~ ax2

:axké’xm dx,,

- Théoreme de SCHWARZ

Si toutes les dérivées partielles de f sont de classe 6! en w, alors f est dite de classe G2 et :

af I
Ix,dx,, Ix,dx,

V(k,m)e [1,p]?%




Formule de TAYLOR-YOUNG a ’ordre 2

Soit f une fonction de R? dans R de classe 62 en (4, b), alors :

J 32 92
f(a+h,b+/e):f(ab)+h8—f; 3—’; <h gxf zhkgxgy /eay];>+o<h2+k2)

Point critique

Soit f une fonction de R? dans R, et 2 C R2.
On appelle point critique de f un point en lequel :
of _f

——=—_"=0
dx dy

Détermination des extrema

En un point critique, f(a+h,b +k)— f(a,b) ale signe de la forme quadratique :

*f f *f
h,k »—»bz— 2hk + k?
(k)= b= + 520, ¥ 5y

si celle-ci est non nulle.
Les extrema de f sur §2 peuvent étre des points de la frontiére, ou des points critiques.

Si (a, b) est un point critique de €2, on pose :

% _d t_c92f
El S_é’xé’y’ _5’_3;2

Y =

Ce sont les notations de MONGE.
1. Sis?2—rt <0, f présente un extremum en (a,5):
(2) maximumsi 7 <0
(b) minimumsi r >0
2. Sis?—rt >0, f présente un point col en (, b).

3. Sis?—rt =0, une étude complémentaire est a conseiller.
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18 Intégrales multiples

- Théoréeme de FUBINI

Soit a et b deux réels et y,, y, deux fonctions continues sur [, &] telles que :

Vx € [a,b], y1(x) < y,(x)

En posant D = {(x,y) €R?, a < x < b, y,(x) <y < y,(x)} alors, pour toute fonction f de R* dans R

continue sur D : ) "
Ja\X

” f(x,y)dxdy =J < f(x,y)dy> dx
D a 91(x)

\/yl(ii
iﬂ b x

Si y, et y, sont des constantes respectivement ¢ et d (i.e. indépendant de x) alors :

| J[ PCOIRT =Lb chf(x,y)dxdy = d [ ’ e )dedy

82



Intégrales triples

On considére une fonction f de R® dans R continue sur U C R® et D = [4,b] x [a, ] x [A,B] tel

que D Cc U. Alors :
b B B
ff f(x,y,z)dxdydz:f J f f(x,y,2z)dxdyd
D a Ja JA

Le théoréme de FUBINI s’applique aussi ici.

Par extention, on considére K une partie de R?, et ¢, et ¢, deux fonction de K dans R. On considére
I’ensemble :

&={(x,7,2)€R’, (x,9) €K, ¢1(x,9) S z< dy(x,9)} CU

e by = ¢Z(x’y)f(x,y,z)dz dily
& K \J¢i(x)

alors :

Changement de variables-intégrales doubles

Soit f une fonction de R? dans R, continue sur U.
On considére ¢ : (x,y) — (u#(x,7),v(x,y)) une application bijective et de classe ¢! de U dans 2 =

o(U).

le déterminant

On note det(J(¢)) = |/(¢)| le déterminant jacobien de ¢ et det(J(¢)™')

~ det(f(p))
jacobien de o~ 1.

J Lf gty = f L (fo9™") (w,0)det(](p)™")dudo

Attention : On veillera a roujours vérifier que det(J(¢)) # 0.
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Changement de variables-Intégrales triples

Soit f une fonction de R® dans R, continue sur U C R>.
On considere ¢ : (x,,2) — (u(x,y,2),v(x,y,2),w(x,y,2)) une application bijective et de classe €
de U dans Q= ¢(U).

On utilise les méme notation que précédement. On a :

[[[ s andrz= [[] (o9 tn00) e ptudosso

Attention : On veillera a tosjours vérifier que det(J(¢)) # 0.

Formules usuelles

Passage des coordonnées cartésiennes en polaires dans R? :

7sin @ sin@ 7rcosd

Iciw:(r,0)— <rcos@>. Onaj(w)= <cos@ —rsin9>. Alors :

HUf(x,y)dxdy = “Q <f o a)_1> (r,0)rdrdf

Passage des coordonnées cartésiennes en cylindriques dans R’ :

r cosf cos —rsind 0
Iciw:(r,0,z)— | rsinf |.OnaJ(w)= | sinf rcosd 0].Alors:

0 0 1

fHUf(x,y,z)dxdydz = UL <fo w-1> (r,0,2) rdrdfdz

Passage des coordonnées cartésiennes en sphériques dans R* :

RcosOsing cosfsing —Rsin@sing Rcoslcosyp
Iciw:(r,0,9)— | Rsinfsing |.OnaJ(w)=| sinfsing —RcosOsing Rsinfcosy |.Alors:
Rcosg cos Rsin6 cosg —Rsing

(]| sy asarz=[[| (ow) k0.0 Raratay
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Forme différentielle de R?

Définition :
Soit P et Q deux fonction de R? dans R de classe 6, 'application définie par :

(xg,%0) : (dx,dy) — P(xo>3’o)-dx + Q(xo:yo)-dy

est une forme différentielle.

La différetielle de / en (x,,7,) est la forme différentielle :

af af
df : (dx,dy) — 5. dx + M dy.
X (%0:%%0) Y (%0,90)

Attention : Lorsque Y(xg,7,), w(Xg,79) = df (x5,7), o est une forme différentielle exacte, f est alors
appelée primitive de co sur U. Cette existence de / n’est pas obligatoire.

. , .dP  JQ
On dit que w est fermé sur U si — = - o tout (x,y) € U.
x

dy

Il vient que toutes les formes différentielles exactes sont fermées.

Intégrales curvilignes

Soit w une forme différentielle : o = Pdx + Qdy, et (y) un arc de classe 6! défini par le paramétrage :

(y): { ;((f)) avec t € [a,b]

Alors, on définit I'intégrale curviligne de w sur (y) :
b
f @ ZJ (P(e(£),p(£))-x"(2) + Qx(2),5(£))y' (1)) dt
Y a

En physique, elle est noté § Pdx + Qdy, et est appelée circulation ou travail de (x,y) — Pi'+ Qf sur
(r)-
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Formule de GREEN-RIEMANN

Soit (gamma) un arc paramétré, fermé et orienté dans le sens trigonométrique, i.e. (y) limite une
partie bornée du plan appelée K. Alors :

aQ dr
Jde+Qdy:JJ — —— | dxdy
» k\dx Jy

On applique généralement cette formule au calcul d’aire de K, en posant :

e P=0etQ=x,dou:
JJ dxdy :J xdy
K (r)

e P=—yetQ=0,dou:

JJ dxdy :—J ydx
K ()

1
JJ dxdy:—f —ydx + xdy
K 2 Ji)
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Champs de vecteurs

Un champs scalaire est une application de R® dans R de classe 6! au moins. Lensemble des champs
sclaires sera noté .%;.
Un champs vectoriel est une application de R? dans R? de classe 6! au moins. Lensemble des champs
sclaires sera noté V.

Définitions :

Soit \_/)(x,y,z) =P(x,y,2)i+ Q(x,y,z)]+ R(x,y,z)/;. On définit :
1. La divergence div: ¥5 — % :

9P 3Q IR

div(\_/)):%+a—y+z

2. Le gradient g_ra_d> : S — Y5 défini pour @ € S par:

—— ae, Jo, Jo-

grad(®) = %l_’+ a—yf+ Ek

3. Le rotationnel rot : ¥; — ¥ :

_ o _ (3R _2Q\ . (3P 3R\ (3Q 2P\
V=\7 "% )\ wm ) e
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19 Géométrie dans P’espace

p Projection sur un axe

Le projeté orthogonal du vecteur X sur I’axe dirigé par %’ est :

— —>
u

- Distance d’un point a un plan

La distance du point M(xy, %y, zo) et du plan (P) d’équationax+ by +cz—d =0est:

. |de+byo+Cyo—d|

d(M,P) =

- Distance d’un point a une droite

La distance du point M i la droite (2) = (A, ") est :

HA_’M/\7
dM (7)) = "—=——

u

- Distance entre deux droites

Soit (D) = (A, ) et (D,) = (B, @").
Propriétés :
1. (D,) et (D,) sont paralléles si, et seulement si % A ¥ = 0.
s : T
2. (D,) et (D,) sont sécantes si et seulement si [AB , W, v ] =0.

Si (D,) et (D,) sont non paralléles, leurs distance est :

d((Dy),(D,)) =

Cette distance est atteinte sur la perpendiculaire commune.

88



89



